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Kapitel 1
Einleitung
Die Theorie der Phasen�uberg�ange spielt eine zentrale Rolle in der Erforschung derEigenschaften kondensierter Materie. Kritische Phasengrenzen kennzeichnen Singu-larit�aten im Verhalten thermodynamischer Systeme beim �Ubergang zwischen Re-gionen der Stabilit�at mit essentiell verschiedenen makroskopischen Eigenschaften.Die Identit�at der mikroskopischen Basis der Systeme bietet den Ausgangspunktzum Verst�andnis der Transformation der makroskopischen Beschreibungen beiderPhasen ineinander. Am Punkte einer solchen Diskontinuit�at divergieren charakteri-stische Gr�o�en des Systems; anhand der Fundamentalit�at der divergierenden Gr�o�enunterscheidet man verschiedene Ordnungen von Phasen�uberg�angen. Im Falle eineskontinuierlichen Phasen�uberganges, oder Phasen�ubergangs zweiter Ordnung, ent-stehen aus der lokalen Wechselwirkung der Elemente des Systems makroskopischeOrdnungsstrukturen, die Gr�o�en der Bereiche koh�arenten Verhaltens der mikroskopi-schen Freiheitsgrade, die Korrelationsl�angen, divergieren. Damit gehen die L�angen-skalen des Systems verloren, das System wird selbst�ahnlich; es tritt hier spontaneine neue Symmetrieeigenschaft auf, die sich zur Analyse solcher Systeme nutzbarmachen l�a�t.Die Skaleninvarianz am Punkte eines Phasen�ubergangs zweiter Ordnung f�uhrt inder Theorie des (Finite Size) Scaling, wie sie aus einem Konzept der Renormierungfolgt, zu einer quantitativen Beschreibung des �Uberganges einerseits zwischen denaneinander angrenzenden Phasen, andererseits zwischen dem kontinuierlichen Ver-halten endlicher Systeme und der singul�aren Transformation ihrer Eigenschaften imthermodynamischen Limes. Der Verlust der L�angenskalen f�uhrt dabei zu einer po-tenzartigen Form der Divergenz der charakteristischen Gr�o�en, deren Exponenten1



2 KAPITEL 1. EINLEITUNGdurch verschiedene universelle Relationen miteinander verkn�upft sind und sich f�ureinige zweidimensionale Modelle sogar exakt bestimmen lassen.Die Konforme Feldtheorie erweitert das Konzept der Renormierung durch die Hinzu-nahme weiterer Symmetrietransformationen: die Skaleninvarianz des Systems wirderg�anzt durch Homogenit�at und Isotropie, also Invarianz unter Translationen undRotationen. Durch Ausnutzung dieser zus�atzlichen Symmetrien gelingt es ihr, f�urzweidimensionale Systeme nicht nur die Exponenten der Skalengesetze exakt zubestimmen, sondern zus�atzlich sogar die zugeh�origen Amplituden im Divergenzver-halten charakteristischer Gr�o�en. Diese Ergebnisse sind jedoch nur Nebenprodukteeiner vollst�andigen algebraischen Klassi�kation der Observablen von Systemen amPunkte eines Phasen�ubergangs zweiter Ordnung nach ihrem Skalenverhalten, die diekonforme Feldtheorie liefert: ein solches Resultat kommt der analytischen L�osung desModells | wie etwa des zweidimensionalen Ising{Modells mit Hilfe der Methode derTransfermatrix | sehr nahe.F�ur Systeme in drei Raumdimensionen haben dagegen bisher, abgesehen von we-nigen Grenzf�allen, weder direkte Ans�atze einer analytischen Behandlung wie dieTransfermatrix{Rechnung noch auch feldtheoretische Methoden zu exakten Ergeb-nissen f�ur die fundamentalen Gr�o�en gef�uhrt, was angesichts der gr�o�eren physi-kalischen Relevanz solcher Systeme gegen�uber den zweidimensionalen Analoga be-sonders bedauerlich ist. Eine numerische Beobachtung im Zusammenhang mit demVerhalten der Korrelationsl�angen von Modellen wechselwirkender Spin{Variablenauf bestimmten dreidimensionalen Geometrien durch M. Henkel [45, 46] n�ahrt nundie Ho�nung, die Methoden der konformen Feldtheorie m�oglicherweise auch erfolg-reich auf dreidimensionale Systeme anwenden zu k�onnen: die Theorie der konformenInvarianz hatte gezeigt, da� auf bestimmten zylindrischen Geometrien in zwei Di-mensionen die Amplituden des Finite Size Scaling der Korrelationsl�angen in eineruniversellen Weise mit den zugeh�origen Exponenten zusammenh�angen; die nume-rische Beobachtung Henkels legt nun den Schlu� nahe, da� eine solche Beziehungzwischen Amplituden und Exponenten mit einer kleinen Modi�kation auch f�ur ana-loge Systeme in drei Dimensionen G�ultigkeit haben k�onnte. Sollte sich diese Ver-mutung best�atigen, so k�onnte man ho�en, mit den Ergebnissen auch die Methodender konformen Feldtheorie auf dreidimensionale Systeme �ubertragen zu k�onnen unddamit dem Ziel einer analytischen L�osung solcher Modelle entscheidend n�aher zukommen.



3Auf der Seite der physikalischen Methodik haben sich Computer{Simulationen inden letzten Jahrzehnten als gleichberechtigte dritte S�aule neben dem Experimentund der analytischen Theorie mit Papier und Bleistift in der Physik etabliert. DieM�oglichkeiten, die vereinfachten Modelle der analytischen Richtung direkt zu unter-suchen oder Bedingungen zu realisieren, die sich im Experiment nur schwer herstellenlassen, machen sie oft zur ersten und favorisierten Instanz der Validierung theoreti-scher Vorstellungen von physikalischen oder modellhaften Zusammenh�angen. Simu-lationen bieten in der statistischen Physik gegen�uber nicht{statistischen Methodender numerischen Approximation den Vorteil, da� hier eher selten vereinfachendeAnnahmen mit den daraus resultierenden unkontrollierbaren systematischen Feh-lern notwendig sind und sich die stattdessen auftretenden statistischen Fehler genaubestimmen lassen. Durch die Unabh�angigkeit von bestimmten Modellannahmen las-sen sich dar�uber hinaus mit Simulationen oft Kenngr�o�en messen, die analytisch garnicht zug�anglich sind.Ziel dieser Arbeit ist es, die G�ultigkeit der Henkelschen Vermutung f�ur das Ising{Modell mit einer gr�o�eren Genauigkeit zu �uberpr�ufen und die M�oglichkeit ihrer�Ubertragbarkeit auf andere Spin{Modelle zu untersuchen. Wir werden uns da-zu einer Monte{Carlo{Simulation unter Verwendung e�zienter Cluster{Update{Algorithmen bedienen. Neben dem Vorteil der Unabh�angigkeit dieser Methode vonder Transfermatrix{Rechnung, die zur Formulierung der Hypothese f�uhrte, lassensich mit ihrer Hilfe �uberdies universelle Amplituden bestimmen, die f�ur die Metho-de der Transfermatrix nicht erreichbar sind. Nach einer Ausleuchtung des theoreti-schen Hintergrundes und einer genauen Formulierung der Problemstellung in Kap.2 sowie einem kurzen Abri� des zur Durchf�uhrung der Simulation ben�otigten In-strumentariums in Kap. 3 werden wir in den Kapiteln 4 und 5 die Kenntnis derexakten Form der betrachteten Ausdr�ucke f�ur den speziellen Fall des Ising{Modellsin zwei Dimensionen dazu benutzen, die verwendeten Werkzeuge optimal abzustim-men, gewisserma�en die Instrumente zu "eichen\. Nach diesen Vorarbeiten geht esin den folgenden Kapiteln 6{9 dann um die Anwendung dieses recht elaboriertenInstrumentariums auf einige Vertreter der Klasse der O(n){Spin{Modelle in dreiDimensionen mit entsprechenden Antworten auf die Frage nach der G�ultigkeit undVerallgemeinerbarkeit der Henkelschen Vermutung.



Kapitel 2
Theoretischer Hintergrund
2.1 O(n){Spin{ModelleEine Verallgemeinerung des Ising{Modells hinsichtlich der Dimension des Parame-terraumes stellt die Klasse der sog. O(n){Spin{Modelle dar. Fa�t man die beidenEinstellm�oglichkeiten eines Ising{Spins als die Variation eines Vektors konstanterL�ange in einer Dimension auf, so l�a�t sich dieses Modell in naheliegender Weise alsGrenzfall einer allgemeineren Klasse von Modellen au�assen; man betrachtet dabeijetzt Spins si 2 Sn, d.h. si 2 IRn und jsij = 1. Den Fall n = 2 bezeichnet man alsXY{Modell und entsprechend die Wahl n = 3 (auch: n � 3) als Heisenberg{Modell.Die Dynamik des Systems entspricht dann gerade der sukzessiven Anwendung vonKoordinatentransformationen der orthogonalen Gruppe O(n) auf die Zustandsvekto-ren, d.h. Drehungen und Spiegelungen im IRn. Die Hamilton{Funktion eines solchenModells ist in entsprechender Verallgemeinerung des Ising{Falls gegeben durch:H = �J X<ij> si � sj �HXi si; si 2 Sn; (2.1)woraus man die Zustandssumme gem�a�Z � Z(�) = Xfsig exp(��H(fsig)); (2.2)erh�alt. Die "Spins\ si sind dabei positioniert auf einem d{dimensionalen kubischenGitter mit den Abmessungen (L1; : : : ; Ld) und dem Volumen V = Qdi=1 Li. Die in Jkodierte Wechselwirkung zwischen den Spins ist isotrop und wird ferromagnetisch4



2.1. O(N){SPIN{MODELLE 5angenommen, d.h. J > 0, so da� eine parallele Ausrichtung benachbarter Spinsenergetisch belohnt wird. Im einfachsten Fall, von dem im folgenden ausschlie�-lich die Rede sein wird, erfolgt dabei die Summation �uber alle Paare von n�achstenNachbarn si und sj. Die Summation �uber fsig meint dabei eine Summe �uber dieGesamtzahl der aus den mikroskopischen Freiheitsgraden resultierenden Kon�gura-tionen des Gesamtsystems. Desweiteren beschr�anken wir uns hier auf den feldfreienFall H = 0.Im thermodynamischen Limes Li ! 1 8i 2 f1; : : : ; dg zeigen einige Modelle inAbh�angigkeit von der Temperatur einen �Ubergang von einer geordneten Tieftem-peraturphase in eine ungeordnete Hochtemperaturphase, der durch Divergenzen inbestimmten Ableitungen der freien EnergieF = � 1� ln(Z) (2.3)des Systems gekennzeichnet ist. In zwei Raumdimensionen haben nur zwei derO(n){Modelle �uberhaupt einen temperaturgetriebenen Phasen�ubergang: w�ahrenddas zweidimensionale Ising{Modell (n = 1) bei �c = 12 ln(1 + p2) einen kontinu-ierlichen Phasen�ubergang oder Phasen�ubergang zweiter Ordnung durchl�auft, zeigtschon das XY{Modell (n = 2) nur noch einen extrem schwachen Phasen�ubergang,n�amlich einen sogenannten Kosterlitz{Thouless{ �Ubergang [61], der auch als Pha-sen�ubergang unendlicher Ordnung bezeichnet wurde. Alle Modelle h�oherer Ord-nung (n � 3) lassen keine Hinweise auf einen temperaturgetriebenen Phasen�uber-gang mehr erkennen1. Tats�achlich l�a�t sich f�ur alle Modelle mit rotationssymme-trischem Ordnungsparameter, insbesondere also die O(n){Spin{Modelle mit n � 2,das Mermin{Wagner{Theorem beweisen [63], das f�ur diese Modelle in weniger alsdrei Raumdimensionen die M�oglichkeit des Aufbaus einer langreichweitigen Ordnungverneint, so da� ein Phasen�ubergang endlicher Ordnung in diesen F�allen unm�oglichist.In drei Dimensionen dagegen zeigen alle O(n){Spin{Modelle einen kontinuierli-chen Phasen�ubergang. W�ahrend sich f�ur die Modelle in zwei Raumdimensionen ei-ne Reihe von exakten Ergebnissen angeben l�a�t, sind f�ur alle O(n){Spin{Modellef�ur d = 3 lediglich numerische N�aherungen (Transfermatrix{Rechnungen, Reihen{Entwicklungen, MC{Simulationen, feldtheoretische Methoden etc.) f�ur wichtige Pa-rameter verf�ugbar. In diesem Sinne kommt den hier untersuchten Vermutungen f�ur1So lautet zumindest die herrschende Meinung; f�ur eine abweichende Au�assung im Falle desHeisenberg{Modells in zwei Dimensionen vgl. [72].



6 KAPITEL 2. THEORETISCHER HINTERGRUNDdreidimensionale Systeme eine Ausnahmestellung in der Theorie der kondensiertenMaterie zu; hierin liegt gerade der Reiz ihrer Untersuchung.Es ist bekannt, da� gewisse Limites der O(n){Spin{Modelle hinsichtlich ihrer kriti-schen Eigenschaften �aquivalent sind zu zwei exakt l�osbaren Modellen [80], n�amlichder Fall n ! 1 dem sph�arischen Modell und der Grenz�ubergang n ! 0 demGau�schen Modell [8]. Beide beruhen auf der Idee, die mathematische Behandlungvon Ising{Spins si zu vereinfachen, indem man die Restriktion jsij = 1 fallen l�a�t.Beim Gau�schen Modell f�ugt man dem Hamiltonian stattdessen einen Selbstenergie{Term 12� Pi s2i hinzu, der zum Hochtemperatur{Limes si = 0 8i f�uhrt; am kriti-schen Punkt aber richten sich die Spins aufgrund des Wechselwirkungs{Terms nichtnur aus, sondern divergieren sogar. Um dies zu verhindern, ersetzt das sph�arischeModell den Selbstenergie{Term durch die Restriktion Pi s2i = N . Die f�ur beideModelle verf�ugbaren exakten Ergebnisse sind als Grenzf�alle n�utzlich, wenn man dieAbh�angigkeit von Parametern der O(n){Spin{Modelle von der Dimension n desOrdnungsparameters untersuchen will.2.2 ObservablenTypische charakterisierende Gr�o�en in der mathematischen Statistik und somitauch der statistischen Mechanik sind Korrelationsfunktionen der elementarenObservablen; insofern n�amlich jede stochastische Verteilungsfunktion durch ihre Mo-mente eindeutig bestimmt wird, ist eine Untersuchung der Momente oder Korrelati-onsfunktionen einer Stichprobe als eine indirekte Methode der Sch�atzung der Vertei-lungsfunktion anzusehen. Die nat�urlichen Observablen der O(n){Spin{Modelle sindeinerseits die Spins si selbst, mithin die lokale Magnetisierungm(i), andererseits dielokale Energiedichte �(i)2; die entsprechenden Zweipunkt{KorrelationsfunktionenG�(i; j) = hm(i) �m(j)i;G�(i; j) = h�(i) �(j)i (2.4)liefern dann die erste nichttriviale Ordnung der Momenten{Entwicklung. Abseitsdes kritischen Punktes erwartet man Korrelationen endlicher Reichweite, so da�die Gr�o�en m(i) und m(j) f�ur ji� jj ! 1 statistisch unabh�angig werden. Um in2Inwiefern diese beiden Observablen tats�achlich die elementaren Beobachtungsgr�o�en der O(n){Spin{Modelle darstellen wird im Rahmen der konformen Feldtheorie klar. S.u. Kap. 2.5



2.3. FINITE SIZE SCALING (FSS) 7diesem Limes verschwindende Korrelationsfunktionen zu erhalten, zieht man diesenGrenzwert ab und de�niert die sog. zusammenh�angenden KorrelationsfunktionenGc�(i; j) = hm(i) �m(j)i � hmihmi;Gc�(i; j) = h�(i) �(j)i � h�ih�i; (2.5)wo hm(i)i = hm(j)i = hmi und h�(i)i = h�(j)i = h�i 8fi; jg vorauszusetzen ist. Auf-grund der endlichen Reichweite der urspr�unglichen Wechselwirkung erwartet manabseits vom kritischen Punkt ein Verhalten gem�a�:Gc(i; j) � exp �ji� jj� ! ; T 6= Tc; ji� jj � 1; (2.6)was die Korrelationsl�angen �s und �� der prim�aren Observablen de�niert. Sie kenn-zeichnen die typische Gr�o�e von Gebieten des Gitters, in denen die zugeh�orige Ob-servable wenig schwankt. W�ahrend Phasen�uberg�ange 1. Ordnung durch Phasenko-existenz gekennzeichnet sind, Korrelationsl�angen also endlich bleiben, bilden sichim Verlaufe eines Phasen�uberganges zweiter Ordnung wie etwa bei den O(n){Spin{Modellen in drei Raumdimensionen Cluster, die am kritischen Punkt das gesamteGitter �uberspannen; die Korrelationsl�angen lokaler Observablen divergieren: ein In-dikator des Aufbaus einer langreichweitigen Ordnung. Der exponentielle Verlauf vonGc(i; j) gem�a� (2.6) geht in diesem Fall �uber in ein potenzartiges Verhalten entspre-chend einer Korrelation unendlicher Reichweite. Au�er der (im unendlich gro�enSystem irrelevanten) Kantenl�ange a der Elementarzelle des Gitters gibt es dann imSystem keine charakteristische L�angenskala mehr | das Spin{Gitter hat die Struk-tur eines selbst�ahnlichen, zuf�alligen Fraktals.2.3 Finite Size Scaling (FSS)Betrachtet man jetzt endliche Systeme, wie sie sich mit numerischen Methoden (et-wa MC{Simulationen) ausschlie�lich untersuchen lassen, mu� das Konzept des Pha-sen�uberganges modi�ziert werden. Eine echte Divergenz charakteristischer Gr�o�enist in diesem Falle (zumindest f�ur den betrachteten Fall der O(n){Spin{Modelle)unm�oglich: das zeigt sich besonders anschaulich bei den Korrelationsl�angen, f�ur dieim endlichen System o�enbar immer � � maxdi=1 Li gelten mu�. Stattdessen erh�altman eine mit wachsender Systemgr�o�e zum Pol kontrahierende Folge von Maximader entsprechenden Gr�o�en, wobei deren Positionen auf der Temperaturachse | die



8 KAPITEL 2. THEORETISCHER HINTERGRUND(pseudo{)kritischen Punkte der endlichen Systeme | gegen�uber dem (echten) kriti-schen Punkt des unendlich gro�en Systems verschoben erscheinen. Da man f�ur jedesendliche System bei der Temperatur Tc noch vom eigentlichen kritischen Verhaltenentfernt ist, beh�alt hier der exponentielle Verlauf der Korrelationsfunktionen (2.6)seine G�ultigkeit. Das Konzept des Finite Size Scaling [5, 75] baut auf dieser "Dua-lit�at\ zwischen der Ann�aherung T ! Tc an den kritischen Punkt des unendlichenSystems und dem Vollzug des thermodynamischen Limes Li !1 8i = 1; : : : ; d ausdem endlichen System bei T = Tc auf.Das Verhalten vieler Gitter{Modelle ist im thermodynamischen Limes bei Vollzugdes erstgenannten Grenz�ubergangs, d.h. einer Ann�aherung an den kritischen Punkt| sei es durch analytische L�osung des Modells, durch Renormierungsgruppen{Untersuchungen3 oder numerische Methoden | in einer teilweise quantitativen Wei-se bekannt: die charakteristischen Gr�o�en wie die magnetische Suszeptibilit�at, diespezi�sche W�arme oder die Korrelationsl�ange k�onnen im allgemeinen gem�a� einemPotenzgesetz divergieren4:A(t; L =1) � A�jtj�!; t = T � TcTc ; ! 2 IR; (2.7)wobei die kritischen Exponenten ! spezi�sche Funktionen des Modells und derbetrachteten Gr�o�e A darstellen. Der Fall eines h�ochstens unstetigen Verhaltensohne Pol | wie etwa die Korrelationsl�ange beim Phasen�ubergang 1. Ordnung |ist hierbei inbegri�en, insofern ! = 0 eine zul�assige Wahl darstellt5. Im allgemeinenFall kann die Konstante A f�ur t < 0 und f�ur t > 0 unterschiedliche Werte annehmen.Das Zeichen "�\ soll andeuten, da� h�ohere Ordnungen in 1=jtj, d.h. Korrekturenzum Skalenverhalten vernachl�assigt wurden.F�ur ein endliches Gitter soll dann zus�atzlich die Abh�angigkeit von der linearen Sy-stemgr�o�e ber�ucksichtigt, d.h. die zweite M�oglichkeit des Grenz�uberganges beschrie-ben werden. Da in eine potenzartige oder exponentielle Beziehung nur eine dimensi-onslose Variable eingehen darf und die einzige von L unabh�angige charakteristischeL�angenskala des Systems durch die Korrelationsl�ange des Ordnungsparameters imunendlichen System gegeben ist, kommt als Skalenvariable nur die Kombination3s.u. Kap. 2.44Die potenzartige Form h�angt dabei mit der Forderung nach Invarianz des Systems unter Ska-lentransformationen zusammen, vgl. [30].5Das ist zu unterscheiden von logarithmischen Divergenzen, die manchmal auch durch ! = 0charakterisiert werden.



2.4. RENORMIERUNG UND UNIVERSALIT�AT 9z = L�(t;L=1) in Frage. � selbst wiederum skaliert gem�a� (2.7) mit dem kritischenExponenten ! = �. Man macht daher den FSS{Ansatz:A(t; L) � jtj�!A�(Ljtj�); (2.8)wobei sich die FSS{Funktion A in den Limites L!1 und t! 0 singul�ar verhaltenmu� um einerseits die Abh�angigkeit (2.7) zu reproduzieren, andererseits aber derBeobachtung Rechnung zu tragen, da� das System f�ur jedes endliche L keinen echtenPhasen�ubergang bei Tc zeigt, so da� A(t; L) f�ur jedes t 2 IR endlich bleibt. Um eineSkalenfunktion mit regul�arem Verhalten in den relevanten Grenzf�allen zu erhalten,kann man wie folgt transformieren:A(x) = x!� ~A(x 1� ) (2.9)und erh�alt damit: A(t; L) � L!� ~A(L 1� t): (2.10)Das ist die Grundform der FSS{Hypothese ohne Ber�ucksichtigung des magnetischenFeldes. Mit Hilfe von (2.10) lassen sich die FSS{Exponenten von Observablen ausden zugeh�origen kritischen Exponenten bestimmen. Umgekehrt werden solche Bezie-hungen ausgenutzt, um aus dem FSS{Verhalten endlicher Systeme in Simulationenoder Transfermatrix{Rechnungen kritische Exponenten sehr genau zu bestimmen.F�ur A = � erh�alt man am kritischen Punkt die wichtige Beziehung�(0; L) � L ~A(0); (2.11)im endlichen System skalieren die Korrelationsl�angen �s und �� am kritischen Punktlinear mit der Systemgr�o�e; die Konstante ~A(0) ist universell im Sinne der Theorieder Renormierungsgruppe, d.h. unabh�angig von den mikroskopischen Details desSystems.2.4 Renormierung und Universalit�atDie ph�anomenologischen Skalenrelationen (2.7) und (2.10) lassen sich auch von ei-nem analytischen Standpunkt aus erschlie�en, dem Konzept der sog. (Ortsraum{)Renormierung, das hier als Vorbereitung auf die konforme Feldtheorie kurz dar-gestellt werden soll. Man betrachte dazu ein System von N Spins auf einem d{dimensionalen kubischen Gitter der Kantenl�ange a. Eine Renormierungsvorschrift



10 KAPITEL 2. THEORETISCHER HINTERGRUNDist dann gegeben durch das Zusammenfassen von Spins in Volumina der Gr�o�e (ab)d,wo b > 1 einen Reskalierungsfaktor darstellt. Diesem Block von Spins ordnet mannun einen renormierten oder Blockspin zu, was eine Abbildung von einer Kon�gura-tion fsig der N Ausgangsspins auf eine Kon�guration fs0ig des renormierten Gittersder Gr�o�e N 0 = N=bd de�niert. F�ur die Regel zur Zuordnung der Blockspins alsFunktion der Spins im gegebenen Block gibt es eine ganze Reihe von unterschied-lichen M�oglichkeiten [81], so etwa im Falle des Ising{Modells eine Mehrheitsregelgem�a�: s0i = 8<: +1; PBlock si > 0�1; PBlock si < 0 ; (2.12)wobei f�urPBlock si = 0 der Spin s0i gem�a� einer symmetrischen Zweipunkt{Verteilungzuf�allig gezogen werden kann. Um die spezi�schen Eigenschaften des Modells in derRG{Trafo zu erhalten, ist es lediglich notwendig, da� die Blocking{Transformationdie neue Kon�guration in einem gewissen Sinne "sensibel\ aus der alten gewinnt,d.h. e�ektive �Anderungen in der Kon�guration fsig auch auf die neue Kon�gurationfs0ig abbildet und dabei der Parameterraum der s0i mit dem der si �ubereinstimmt.Es werden mithin alle Freiheitsgrade des Systems innerhalb der Blocks gem�a� einervorgegebenen Regel ausintegriert. Die Renormierungsgruppen{Abbildung sei mit Rbezeichnet, d.h. es ist R(fsig) = fs0ig.�Uber die Verteilungsfunktionen der fsig bzw. fs0ig l�a�t sich dann unter Zugrunde-legung des kanonischen Ensembles ein e�ektiver Hamiltonian des transformiertenSystems de�nieren. War die Verteilung vor der Transformation gegeben durchP (fsig) = 1Z exp(�H(fsig)); (2.13)wobei hier die inverse Temperatur � in die De�nition von H absorbiert wurde, soergibt sich die neue Verteilung durch Summation �uber die mit fs0ig vertr�aglichenKon�gurationen fsig: P (fs0ig) = XR(fsig)=fs0igP (fsig)= XfsigP (fsig; fs0ig)P (fsig)� 1Z 0 exp(�H0(fs0ig)) (2.14)Diese Gleichung de�niert H0(fs0ig) bis auf eine additive Konstante. Diese w�ahlen wirso, da� gerade die Zustandssumme invariant bleibt, denn dann ist:F 0 = � lnZ 0



2.4. RENORMIERUNG UND UNIVERSALIT�AT 11!= � lnZ= F (2.15)F�ur die freie Energiedichte f = F=N erh�alt man:Nf [H; N ] = N 0f [H0; N 0]f [H; N ] = N 0N f [H0; N 0]= b�df [H0; N=bd] (2.16)Im transformierten HamiltonianH0 tritt im allgemeinen noch ein Term auf, der selbstvon N abh�angt; f�ur den singul�aren Teil f sin der freien Energiedichte, der uns wegenseines Skalenverhaltens am kritischen Punkt interessiert, ist aber die N{Abh�angig-keit durch (2.16) gegeben. Die Iteration dieses Prozesses entspricht einer Abbildungim Raum der Hamilton{Funktionen; da diese von den Parametern t und h abh�angigseien, l�a�t sich das �aquivalent als Abbildung R im Parameterraum darstellen:H = (t; h) 7�! H0 = (t0; H 0)H(n+1) = R(H(n)); H(0) = (t; h): (2.17)Aus thermodynamischen Gr�unden hat diese Abbildung zwei triviale Fixpunkte, die,wie man zeigen kann, i.a. attraktiv sind; der eine entspricht dem Limes T ! 06:ist das urspr�ungliche System vollst�andig geordnet (z.B. si = +1 8i im Falle desIsing{Modells), dann gilt das ebenso f�ur das renormierte System, d.h. H0 = H.Im Limes T ! 1 hingegen �uberwiegt der entropische Teil der freien Energie alleanderen Beitr�age: das System ist ungeordnet, so da� die Spins vollkommen zuf�alligund unkorreliert sind. Dann aber wird f�ur jede sinnvolle De�nition der Blockspinsauch das renormierte System die gleichen Eigenschaften aufweisen, so da� wiederumH0 = H.Weist das System einen Phasen�ubergang auf, so hat die Abbildung R | wie manf�ur viele Systeme explizit zeigen kann | einen weiteren Fixpunkt H0 entsprechendT = Tc bzw. t = 0. Um das Verhalten von H bzw. H in seiner Umgebung zuanalysieren, entwickelt man R linear um den Fixpunkt H0. Ist also H = H0 + �H,so hat man: H 0i = Ri(H) � Ri(H0) +Xj @Ri@Hj (H0)�Hj= (H0)i +Xj Mij�Hj; (2.18)6W�ahrend die Temperaturabh�angigkeit des urspr�unglichen Hamiltonians trivial war, mu� dieskeineswegs auch f�ur die transformierten Hamilton{Funktionen gelten.



12 KAPITEL 2. THEORETISCHER HINTERGRUNDwo Mij = @Ri@Hj (H0) (2.19)die Jacobi{Matrix von R am Fixpunkt ist. Macht man jetzt eine Koordinatentrans-formation im Parameterraum, so da� M diagonal wird und bezeichnet die Eigen-werte mit �i = byi ; (2.20)so bezeichnen die zugeh�origen Eigenvektoren vi die Richtungen, in denen sich H inder N�ahe von H0 transformiert wie(vt; vh) 7�! (bytvt; byhvh): (2.21)Man kann sogar zeigen, da� zu jedem Eigenwert �i ein sog. Skalenfeld ui existiert,n�amlich die Integralkurve, deren Tangentenvektor in H0 dem zu �i geh�orenden Ei-genvektor entspricht und zwar so, da� diese dann f�ur beliebige Entfernungen von H0gem�a� (2.21) transformieren. Der Fixpunkt H0 ist i.a. instabil. Die Skalenfelder, diezu repulsiven Richtungen geh�oren, d.h. �i > 0 bzw. yi > 0, hei�en relevant, da siealleine das Skalenverhalten in der N�ahe von H0 bestimmen. Die Felder mit yi < 0hei�en irrelevant, die mit yi = 0 hei�en marginal. Dies gilt analog f�ur entsprechen-de zus�atzliche Felder, falls der Hamiltonian von weiteren Parametern abh�angt. Gl.(2.16) schreibt sich dann in der N�ahe von H0 alsf sin(ut; uh;N) = b�df sin(bytut; byhuh;N=bd): (2.22)Man erkennt, da� sich die inverse Systemgr�o�e 1=N wie ein weiteres rele-vantes Skalenfeld mit Skalenexponent d verh�alt. Sukzessive Anwendungen derRenormierungsgruppen{Transformation ergeben nun:f sin(ut; uh; 1=N) = b�dnf sin(bnytut; bnyhuh; bnd � 1=N): (2.23)Zun�achst betrachten wir den Limes N !1, so da� die N{Abh�angigkeit verschwin-det. Soll die lineare N�aherung (2.18) G�ultigkeit behalten, kann n nicht beliebiggro� werden (H0 ist ja repulsiv, falls yt > 0), man stoppt den Proze� also beibnytut � K; jKj � 1. Au�osen nach n und Einsetzen in (2.23) ergibt:f sin(ut; uh) = K�d=ytud=ytt f sin(K;Kyh=ytu�yh=ytt uh)� ���� tto ����d=ytW�  hh0!� tt0��yh=yt!; (2.24)



2.4. RENORMIERUNG UND UNIVERSALIT�AT 13wobei gem�a� ut = ctt +O(t2); uh = chh+O(ht2) (2.25)gen�ahert wurde. Die FSS{Funktion W ist universell, alle systemabh�angigen Infor-mationen stecken in den beiden Konstanten h0 und t0. Das Skalenverhalten vonObservablen ergibt sich dann durch entsprechendes Ableiten von f , z.B. f�ur diespezi�sche W�arme: c(h = 0) � @2f@t2 �����h=0 � jtjd=yt�2 (2.26)in �Ubereinstimmung mit der Form (2.7).F�ur endliches N ergibt sich entsprechend die Beschr�ankung N�1bnd = N 0�1 �K; jKj � 1; mit der Folgerung:f sin(ut; uh; 1=N) = K�1N�1f sin(Kyt=dNyt=dut; Kyh=dNyh=duh;K)= � NN0��1W � NN0�yt=d� tt0�;� NN0�yh=d hh0!!: (2.27)Mit der linearen Systemgr�o�e L = N1=d schreibt sich dies alsf sin(t; h : 1=N) = � LL0��dW � LL0�yt� tt0�;� LL0�yh hh0!!; (2.28)was gerade der FSS{Relation (2.10) entspricht; die Exponenten yi bestimmen sichdurch Vergleich dieses Ausdrucks mit den Gl. (2.7) entsprechenden Relationen f�urdie betrachteten Observablen.Beziehungen f�ur die Korrelationsfunktionen lassen sich ebenfalls �nden. Die inder Hamilton{Funktion zum Feld ui kanonisch konjugierte Variable schreibt manals Pr �i(r) und nennt die �i(r) Skalenoperatoren oder Skalendichten (obwohl sienat�urlich keineswegs operatorwertig sind). Man addiert nun zur Hamilton{FunktionTerme gem�a� H = H0 +Xr ui(r)�i(r); (2.29)wobei ui(r) eine Fortsetzung der ui darstellt, die nur auf L�angenskalen variiert, diegro� sind gegen�uber der Gitterkonstante a. Da die RG{Transformation lokal istund ebenso gem�a� einer wichtigen Annahme der Theorie der Renormierungsgruppedie �i(r) lokal sind, bleibt die Transformations{Eigenschaft (2.21) erhalten. UnterAusnutzung der Beziehungh�1(r1) � � ��n(rn)i = � @(n)F@g1(r1) � � �@gn(rn) ; (2.30)



14 KAPITEL 2. THEORETISCHER HINTERGRUNDund Verwendung von (2.3) l�a�t sich dann zeigen, da� die n{Punkt{Korrelationsfunktionen am Fixpunkt H0 (d.h. dem kritischen Punkt des Systems)unter der RG{Abbildung transformieren wieh�1(r1) � � ��n(rn)i = bx1 � � � bxnh�1(r01) � � ��n(r0n)i: (2.31)Gl. (2.31) ist Ausdruck der Kovarianz der Korrelationsfunktion am Punkte des Pha-sen�uberganges. Die Exponenten xi nennt man Skalendimensionen der Operatoren�i; sie sind gegeben durch: xi = d� yi: (2.32)Das Auftreten der Raumdimension d hat seinen Ursprung in der Transformation desVolumenelementes in der Summe in (2.29).Ein Vergleich mit entsprechenden Aussagen der ph�anomenologischen Beschreibungdes Skalenverhaltens erlaubt es nun, die Skalendimensionen durch die klassischenkritischen Exponenten auszudr�ucken. F�ur die spezi�sche W�arme etwa gilt:Ch=0 = @2f=@t2jh=0 � jtjd=yt�2 =) � = 2� d=yt: (2.33)�Ahnliche Betrachtungen f�ur die Magnetisierung, die Suszeptibilit�at etc. ergeben ins-gesamt die Relationen: � = 2� d=yt;� = (d� yh)=yt; = (2yh � d)=yt;� = yh=(d� yh);� = d+ 2� 2yh;� = 1=yt: (2.34)
Durch Elimination der Abh�angigkeit von den RG{Eigenwerten yi erh�alt man dieSkalenrelationen [24] � + 2� +  = 2;�+ �(1 + �) = 2;�(2� �) = ; (2.35)sowie die Hyper{Skalenrelation � = 2� d�: (2.36)Mit Hilfe von (2.34) lassen sich nun auch die Skalendimensionen xi durch die �ublichenkritischen Exponenten ausdr�ucken. Die zum Temperaturfeld ut kanonisch konjugier-te Variable entspricht gerade der Energiedichte �, die zu uh konjugierte der lokalen



2.5. KONFORME FELDTHEORIE 15Magnetisierung m. Man hat dann:x� � xt = 1� �� x� � xh = �� : (2.37)Erweitert man die Klasse der RG{Transformationen von den einfachen Streckungenbzw. Stauchungen um Translationen und Rotationen, so reicht die Restriktion (2.31)aus, die Zweipunkt{Funktion am kritischen Punkt festzulegen. Man setzt jedoch vor-aus, da� das System (mindestens am kritischen Punkt) translationsinvariant (d.h.unendlich gro�) und rotationssymmetrisch ist (was f�ur ein diskretes Gitter im stren-gen Sinne nicht erf�ullt sein kann). Homogenit�at und Isotropie des Systems verlangendann, da� die Korrelationen nur vom Abstand jr1 � r2j abh�angen; soll auch nochdas Skalenverhalten (2.31) g�ultig sein, so ist die Zweipunkt{Funktion bis auf einenNormierungsfaktor eindeutig gegeben durch:h�1(r)�2(r)i = jr1 � r2j�2x: (2.38)2.5 Konforme FeldtheorieDie Renormierungsgruppen{Transformation ist gekennzeichnet durch eine einzigeKonstante b: alle Teile des Gitters werden mit demselben Faktor reskaliert. Diezugrundeliegende Symmetrie ist die einer globalen Skaleninvarianz (r0 = br) einesthermodynamischen Systems am Punkte eines Phasen�uberganges zweiter Ordnung.Die Idee der konformen Feldtheorie ist es, diese Transformation zu lokalisieren, d.h.gem�a� r0 = b(r)r (2.39)zu transformieren [19]. In Abb. 2.1 ist dies anschaulich dargestellt. Dies ist nat�urlichnur zul�assig, wenn b(r) entsprechend langsam variiert und andererseits die Wechsel-wirkungen in der Hamilton{Funktion kurzreichweitig sind (was jedoch in den mei-sten Modellen der Fall ist). Die Transformation erfolge dabei so, da� lokal die �Uber-legungen aus der Renormierungsgruppen{Theorie g�ultig bleiben: in diesem Grenzfallsoll (2.39) darstellbar sein als Summe von Translationen, Rotationen und einfachen(globalen) Skalentransformationen. Mit anderen Worten: die Transformation darfkeine Scherkomponenten enthalten. Solche Abbildungen nennt man konform.Die Beschreibung der Klasse solcher Transformationen ist dann ein genuin geometri-sches Problem; nur mit geometrischen Methoden l�a�t sich auch die volle Information
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Abb. 2.1: Renormierungsgruppen{Transformation und konforme Transformation im Vergleich.Die Kreuze bezeichnen die Spins des urspr�unglichen Gitters und die Punkte die transformiertenVariablen. (a) Die Ortsraum{Renormierungsprozedur reskaliert das gesamte Gitter mit einem kon-stanten Faktor b; die Geometrie bleibt unver�andert. (b) Eine konforme Transformation ist einelokale Reskalierung b(r), die das Gitter verzerrt; lediglich die Winkel zwischen den Gitterlinienbleiben unver�andert.extrahieren, die in der Eigenschaft der konformen Invarianz eines Systems der stati-stischen Mechanik enthalten ist. Um Ergebnisse von gr�o�tm�oglicher Allgemeinheitzu gewinnen, m�ussen die apriorischen Voraussetzungen an die Topologie und Geo-metrie des betrachteten Systems minimal bleiben; diese Forderung l�a�t sich erf�ullen,indem man alle Gleichungen im Kalk�ul der Di�erentialgeometrie f�ur (di�erenzierba-re) Mannigfaltigkeiten notiert. Ein solcher Aufwand an mathematischen Werkzeugenmag �ubertrieben erscheinen; es wird sich jedoch herausstellen, da� es dieses Aufwan-des bedarf, um eine plausible Eingrenzung der F�alle zu erm�oglichen, in denen dasKonzept der konformen Invarianz in seiner vollen Tragweite anwendbar ist. Hinsicht-lich der Notation und der zugrundeliegenden mathematischen Instrumente sei derLeser an die Darstellungen von Nakahara [67] und Spivak [79] verwiesen. Im Kalk�ulder Di�erentialgeometrie nimmt nun das Konzept einer konformen Transformationfolgende Form an: ein Di�eomorphismusf :M �! N (2.40)zwischen zwei semi{riemannschen di�erenzierbaren Mannigfaltigkeiten M und Nmit metrischen Tensoren g und ~g hei�t konform, wenn die von f auf M induzierte



2.5. KONFORME FELDTHEORIE 17Metrik bis auf eine skalare, positive Funktion mit g �ubereinstimmt:f �~g = e2�g; � 2 F(M); (2.41)wobei die Pullback{Abbildung f � �uber das Di�erential f� : TpM ! Tf(p)N von fde�niert ist: (f �~g)(X; Y ) � ~g(f�X; f�Y ); X; Y 2 V (M): (2.42)Das hei�t: L�angen werden um einen lokalen Faktor e2� gestreckt bzw. gestaucht,aber die Winkel zwischen Vektoren Xp; Yp 2 TpM gem�a�cos(�) = gp(Xp; Yp)[gp(Xp; Xp)gp(Yp; Yp)]1=2 (2.43)bleiben erhalten.Insbesondere betrachtet man den Spezialfall von konformen Automorphismenf : M !M ; sie bilden eine Gruppe von Transformationen, die sogenannte konformeGruppe Conf(M). Die Struktur dieser Gruppe ist abh�angig einerseits von der Metrikg der MannigfaltigkeitM , andererseits, wie wir sehen werden, entscheidend von derDimension m = dim(M). Dazu schreiben wir (2.41) f�ur den Fall N = M in lokalenKoordinaten; sind fxi = 'i(p)g Koordinaten um p, fyi =  i(f(p)g Koordinaten umf(p), so hat man: @y�@x� @y�@x� g��(f(p)) = e2�(p)g��(p); (2.44)wo @y�@x� � @( �f�'�1)�@x� die Jacobi{Matrix der konformen Abbildung f ist. Im trivialenFall m = 1 ist o�enbar jede Transformation f 2 Di�(M) konform. Auch auf zwei-dimensionalen Mannigfaltigkeiten l�a�t sich der Gehalt von Conf(M) ohne spezielleVoraussetzungen an g bestimmen. Man kann zeigen, da� jede zweidimensionale rie-mannsche Mannigfaltigkeit (M; g) konform ach ist [67], d.h. f�ur jeden Punkt p 2Mgibt es eine Karte, so da� g die Komponenteng�� = e2�(p)��� (2.45)hat. Das Linienelement auf M hat also die lokale Formds2 = g(x; y)(dx2 + dy2) = h(z; �z) dz d�z; (2.46)wenn man x und y als Real{ und Imagin�arteil einer komplexen Variablen z au�a�t.Macht man jetzt eine Transformation z = z(w), die als Funktion von z komplexanalytisch ist, d.h. @z@ �w = 0; (2.47)



18 KAPITEL 2. THEORETISCHER HINTERGRUNDso transformieren sich die Di�erentiale gem�a�dz =  @z@w! dw d�z =  @z@w!d �w (2.48)und man hat: ds2 = h(z; �z) dz d�z = h(z(w; �w); z(w; �w))����� @z@w �����2dw d �w; (2.49)was wiederum eine konforme Metrik darstellt. Jede holomorphe Transformation istdaher in zwei Dimensionen konform, sofern (vgl. (2.41))@z@w = z0(w) 6= 0: (2.50)Man kann zeigen [79], da� damit sogar alle konformen Transformationen in zweiDimensionen charakterisiert sind. Die Gruppe Conf(M) ist in diesem Fall unend-lichdimensional.Anders ist die Lage im Fall dreier oder mehr Raumdimensionen: ohne Spezi�kati-on der Metrik kann man hier die Menge der Transformationen nicht mehr expli-zit bestimmen. Eine wichtige strukturelle Aussage ist jedoch m�oglich [60]: ist Mriemannsch und zusammenh�angend, so hat Conf(M) die Eigenschaften einer Lie{Gruppe mit dimConf(M) � 12(m+ 1)(m+ 2): (2.51)Unabh�angig von der Metrik (bis auf den Index von 0) unterscheiden sich daher diekonformen Gruppen auf zwei{ und h�oherdimensionalen Mannigfaltigkeiten nach un-endlicher und endlicher Dimension. Um die funktionale Form der konformen Trans-formationen f�ur m � 3 zu erhalten, mu� man die Metrik spezi�zieren. Nach einemSatz von Liouville [29] ist jede konforme Transformation in einem euklidischen (bzw.pseudo{euklidischen) Raum mit einer Dimension gr�o�er als zwei die Kompositionvon Isometrien, d.h. euklidischen Transformationen (Translationen und Rotationen)bzw. Poincar�e{Transformationen (Translationen und Lorentz{Transformationen),Dilatationen mit einem konstanten Faktor und Inversions{Abbildungenx0� = a2x�x2 : (2.52)Die Rolle der Inversionen kann �aquivalent dazu beschrieben werden durch die sog.speziellen konformen Transformationen, die gegeben sind durch:x0� = x� + a�x1 + 2a�x� + a2x2 (2.53)



2.5. KONFORME FELDTHEORIE 19und gem�a� x0�x02 = x�x2 + a� (2.54)aus Inversionen und Translationen zusammengesetzt sind.Dies sieht man am einfachsten, wenn man in�nitesimale konforme Transformationenx� 7! x� + �X� (in lokalen Koordinaten) betrachtet, die von einem Vektorfeld X =X�@� 2 V (M) erzeugt werden. Gl. (2.44) schreibt sich dann als@(x� + �X�)@x� @(x� + �X�)@x� g��(x + �X) = e2�g��(x); (2.55)oder mit � = � =2: X�@�g�� + @�X�g�� + @�X�g�� =  g��: (2.56) ergibt sich damit zu:  = m�1(X�g��@�g�� + 2@�X�): (2.57)Solche Vektorfelder hei�en konforme Killing{Vektorfelder. Gl. (2.56) wird in die-sem Zusammenhang als konforme Killing{Gleichung bezeichnet und kann mit derLie{Ableitung gem�a� LXg =  g geschrieben werden. Die Killing{Vektorfelder bil-den bzgl. der Lie{Ableitung eine Lie{Algebra, die isomorph zur Lie{Algebra vonConf(M) ist, falls die Gruppe eine Lie{Gruppe ist [67]. F�ur eine euklidische Metrikg�� = ��� erh�alt man: @�X� + @�X� = 2m(@ �X)��� : (2.58)Nimmt man die Divergenz dieser Gleichung, so ergibt sich [58]:[���2 + (m� 2)@�@� ] (@ �X) = 0: (2.59)An Gleichung (2.59) l�a�t sich direkt ablesen, da� sich die L�osungen f�ur m = 2 vondenen f�ur m � 3 fundamental unterscheiden. Wendet man den Operator @�@� auf(2.58) an, so ergibt sich:@�@�@�X� + @�@�@�X� = 22(@ �X)= 2m���@�@�(@ �X) = 2m2(@ �X) (2.60)F�ur m 6= 2 ist also 2(@ � X) = 0. Mit (2.59) folgt @�@�(@ � X) = 0. Daher ist mit(2.58) allgemein: @�@�@�X� = �@�@�@�X�@�@�@�X� = �@�@�@�X�= @�@�@�X�; (2.61)



20 KAPITEL 2. THEORETISCHER HINTERGRUNDso da� X h�ochstens von zweiter Ordnung in den x� sein kann; es erzeugt dann [57]:X� = a�X� = !��x�X� = �x�X� = b�x2 � 2x�b�x�
Translationen,Lorentz{Transformationen,Dilatationen undspez. konforme Transformationen.In m = 2 Dimensionen hingegen lautet (2.58):@1X1 = @2X2 @1X2 = �@2X1: (2.62)Fa�t man X1 und X2 wieder als Real{ und Imagin�arteil des Elements eineskomplexi�zierten Tangentialraumes auf, so entspricht (2.62) gerade den Cauchy{Riemannschen Di�erentialgleichungen der komplexen Analysis. Es erzeugen dannalle holomorphen Abbildungen in zwei Dimensionen zul�assige konforme Transfor-mationen, oder: es tragen hier alle Ordnungen in z bei. Die Lie{Algebra dieserTransformationen, die sog. Witt{Algebra, hat dann eine Basis aus Vektorfeldernln = �zn+1@z �ln = ��zn+1@�z (2.63)die den Vertauschungsrelationen[ln; lm] = (n�m)lm+n[�ln; �lm] = (n�m)�lm+n[ln; �lm] = 0 (2.64)gehorcht. Die Algebra zerf�allt in unabh�angige holomorphe und antiholomorphe An-teile, die jedoch dieselbe Information enthalten; man kann sich daher auf die Be-trachtung des holomorphen Teils beschr�anken. Da die ln f�ur n < �1 im Ursprungz = 0 singul�ar sind, hat man nur f�ur n � �1 Vektorfelder im strengen Sinne: dieLaurent{Reihe einer global holomorphen Funktion gem�a� (2.47) enth�alt ja ledig-lich nichtnegative Potenzen von z. Kompakti�ziert man die komplexe Ebene zurRiemann{Sph�are S2 = C [ f1g, so lassen sich diese Funktionen durch analyti-sche Fortsetzung zumindest global de�nieren, was auch die "Singularit�at\ der lnf�ur n > 1 im unendlich fernen Punkt z = 1 beseitigt. Die Witt{Algebra l�a�t sicherst global de�nieren, wenn man die konformen Transformationen als Meromorphis-men auf der Riemann{Sph�are au�a�t [58], d.h. Abbildungen f , bei denen an jederStelle entweder f oder 1=f holomorph ist, sofern man den unendlich fernen Punkt



2.5. KONFORME FELDTHEORIE 21sowohl in die De�nitions{ als auch die Wertemenge mit einbezieht und festlegt,wie am Punkt z = 1 di�erenziert werden soll. Im Sinne von invertierbaren Ho-lomorphismen (Biholomorphismen) generieren lediglich die Operatoren l�1, l0 undl1 global wohlde�nierte Transformationen, n�amlich gerade die projektiven Transfor-mationen, aus denen die konforme Gruppe in h�oheren Raumdimensionen besteht,d.h. Translationen, Rotationen (bzw. Lorentz{Transformationen), Dilatationen undspezielle konforme Transformationen. Der �Uberhang der erzeugenden Algebra ineinem zweidimensionalen euklidischen Raum gegen�uber der in h�oherdimensionalenR�aumen besteht also gerade aus den singul�aren, nicht global de�nierten Transforma-tionen. Die Witt{Algebra ist dann im strengen Sinne nicht zu einer Gruppe globalde�nierter Transformationen integrabel. Es ist jedoch der vollst�andige Satz loka-ler Transformationen gem�a� (2.63), der die Symmetrieeigenschaften eines konforminvarianten Systems bestimmt, sofern (nach Voraussetzung) die Wechselwirkungenlokal sind; dann wird die Frage der Integrabilit�at zweitrangig. Man untersucht ja dieTransformationseigenschaften der Skalenoperatoren bzw. {Felder, die lokal de�niertsind.Aufgrund der lokalen Eigenschaften der konformen Transformationen sollte die Ko-varianz der Korrelationsfunktionen (2.31) erhalten bleiben, wenn man lokale Ska-lenfaktoren gem�a� b(r)d = det @r@r0! (2.65)verwendet, d.h.:h�1(r1) � � ��n(rn)i = b(r1)x1 � � � b(rn)xnh�1(r01) � � ��n(r0n)i: (2.66)Aufgrund der singul�aren Eigenschaften der Witt{Algebra gilt dies jedoch | wie sichherausstellt [6] | nicht in jedem Falle. Betrachtet man keine Meromorphismen, sohat man es ja sogar mit thermodynamischen Mittelungen bzgl. verschiedener Geo-metrien zu tun. Die Form (2.66) ist daher nicht f�ur alle (skalaren) Operatoren �iund alle konformen Transformationen g�ultig. Man klassi�ziert daher die Operatorennach ihren Transformationseigenschaften; die sog. quasi{prim�aren Operatoren sindkovariant lediglich bzgl. projektiven konformen Transformationen, die in der konfor-men Gruppe jeder Dimension enthalten sind und die Geometrie des Systems nicht�andern. Die sog. prim�aren Operatoren sind bez�uglich jeder konformen Transformati-on kovariant, insbesondere den �niten konformen Transformationen | entsprechendden Generatoren ln mit n < �1 bzw. n > 1 |, die im allgemeinen die Geometrieeines Systems verzerren k�onnen. Diese Transformationen hei�en �nit, da ja nach dem



22 KAPITEL 2. THEORETISCHER HINTERGRUNDSatz von Liouville in der ganzen komplexen Ebene beschr�ankte analytische Funk-tionen konstant sind; nichttriviale Transformationen werden daher Singularit�atenhaben und nur in einem Teilbereich von C beschr�ankt sein. Die �ubrigen Operato-ren hei�en sekund�ar. Die spezielle Klasse der prim�aren Operatoren besitzt jedochnur in zwei Dimensionen nichttriviale Elemente, so da� f�ur d � 3 Dimensionen dieim allgemeinen unendlich gro�e Menge der quasi{prim�aren Operatoren die funda-mentalen Operatoren enth�alt; in zwei Dimensionen reicht es dagegen aus, die invielen F�allen endliche Klasse der prim�aren Operatoren zu betrachten, denn aus de-ren Eigenschaften lassen sich, wie man zeigen kann, die Eigenschaften aller (prim�arerund sekund�arer) Operatoren eines Systems ableiten [24]. Im Falle des Ising{Modellsstellt sich heraus, da� der Gehalt an prim�aren Operatoren sehr klein ist: danachsind n�amlich die lokale Magnetisierung m(i) und die Energiedichte �(i) die einzigennichttrivialen prim�aren Operatoren [57]; in diesem Sinne sind die beiden Gr�o�en(zun�achst f�ur das zweidimensionale Ising{Modell) ausgezeichnet und wurden daheroben als prim�are Observablen eingef�uhrt.Die Analyse eines Modells der statistischen Mechanik mit Methoden der konformenFeldtheorie besteht daher zun�achst in der Bestimmung seines Gehaltes an Skalenope-ratoren (operator content) und der Klassi�kation der Operatoren nach ihren Trans-formationseigenschaften. Dies reicht aus, um die Zweipunkt{Funktionen prim�arerOperatoren in verschiedenen Geometrien exakt, d.h. Skalenrelationen inklusive derAmplituden zu bestimmen. Die Darstellungstheorie der sog. Virasoro{Algebra, diedie Erzeugenden der zu einer konformen Transformation des Raumes geh�orendenTransformationen der Skalenoperatoren enth�alt, f�uhrt in zwei Dimensionen schlie�-lich zu exakten Ergebnissen auch f�ur die Vier{Punkt{Korrelationsfunktionen, dieuns aber nicht weiter interessieren. Das weitere Vorgehen dabei ist durch die uni-verselle Analogie zwischen statistischer und Quantenmechanik vorgezeichnet. DieExtraktion des Informationsgehaltes des Hamilton{Operators etwa in der Teilchen-physik geschieht mit gruppentheoretischen Methoden: danach ist die Bestimmungder maximalen Symmetriegruppe des Systems im wesentlichen �aquivalent zur Be-rechnung des Spektrums der Hamilton{Funktion, da nach einem Korollar des Schur-schen Lemmas Eigenr�aume von H mit irreduziblen Teilr�aumen einer Darstellungder Symmetriegruppe zusammenfallen. Die Bestimmung aller irreduziblen Darstel-lungen und den zugeh�origen Dimensionen der Symmetriegruppe erlaubt daher einevollst�andige Klassi�kation der in der Theorie enthaltenen Teilchen. Mit Blick aufein System der statistischen Mechanik, dessen Hamilton{Funktion (zumindest am
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Abb. 2.2: Die logarithmische Abbildung (2.67) rollt die komplexe Ebene C auf einen un-endlich langen Zylinder bzw. einen Streifen mit periodischen Randbedingungen auf.kritischen Punkt) unter konformen Transformationen invariant ist, ist es dann dieDarstellungstheorie der konformen Gruppe bzw. der sie erzeugenden Lie{Algebra,der Virasoro{Algebra, die den Gehalt des Systems liefert. Dem Energiespektrum desquantenmechanischen Hamiltonians entsprechen in der statistischen Mechanik gera-de die Korrelationsl�angen der prim�aren, also konform kovarianten, Operatoren unddie Skalendimensionen den Gewichten der Darstellungen, die in der sog. Kac{Tabellezusammengefa�t werden.Am Beispiel einer speziellen Topologie, der sog. Streifengeometrie, soll nun dieAnwendung der bisherigen �Uberlegungen demonstriert werden. Gegeben sei einprim�arer Operator � eines zweidimensionalen Systems mit Skalendimension x. Wirwollen den E�ekt der logarithmischen Transformationw = L2� ln z; z 2 C (2.67)auf die Zweipunkt{Korrelationsfunktion von � untersuchen [15]. Diese rollt die kom-plexe Ebene fzg auf einen unendlich langen Zylinder S1� IR vom Umfang L auf; istw = u+ iv, so mi�t v den Polarwinkel entlang S1 und u die longitudinale Richtungentlang der Zylinderachse IR, vgl. Abb. 2.2. Die Periodizit�at in der v{Richtung im-pliziert dabei periodische Randbedingungen in der transversalen Richtung, d.h.:�(u; v + L) = �(u; v): (2.68)Wie oben gesehen, vgl. (2.38), lie� sich die Zweipunkt{Korrelationsfunktion in derEbene schon allein durch Renormierungsgruppen{Argumente festlegen:h�1(z1; �z1)�2(z2; �z2)i = 1(z1 � z2)x(�z1 � �z2)x : (2.69)



24 KAPITEL 2. THEORETISCHER HINTERGRUNDMit der Umkehrung von (2.67) und der Kovarianzgleichung (2.66) ergibt sich dannf�ur die Zylindergeometrie:h�(w1; �w1)�(w2; �w2)i = �2�L �2x jz1z2jjz1 � z2j2!x= �2�L �2x exp�2�L (u1 + u2)x����e 2�L 2u1 + e 2�L 2u2 � e 2�L (u1+u2+iv1�iv2) � e 2�L (u1+u2�iv1+iv2)��x= �2�L �2x�2 cosh 2�L (u1 � u2)� 2 cos 2�L (v1 � v2)��x: (2.70)Man erh�alt die exakte Form der Zweipunkt{Funktion in der Streifengeometrie7. ImLimes gro�er Abst�ande, ju1 � u2j � L, fallen damit die longitudinalen Korrelationenab wie h�(u1; v1)�(u2; v2)i � �2�L � exp��2�L (u1 � u2)x�: (2.71)Ein Vergleich mit der De�nition der Korrelationsl�ange gem�a� (2.6) ergibt:�k = L2�x: (2.72)Die longitudinalen Korrelationsl�angen prim�arer Operatoren �i eines Systems aufeiner Zylindergeometrie skalieren | wie aus der Theorie des FSS zu erwarten | li-near mit der endlichen Systemausdehnung L. Die eigentlich wertvolle Aussage diesesErgebnisses liegt jedoch in der exakten Bestimmung der Amplitude des Skalenverhal-tens; diese ist, bis auf eine vom betrachteten Skalenoperator unabh�angige Konstante1=2�, durch den Kehrwert der Skalendimension xi des Operators gegeben. Die Be-schr�ankung auf die reine Skaleninvarianz im Konzept der Renormierung, auf demdie klassischen Methoden des FSS aufbauen, reicht nicht aus, um die Amplitudenin den Skalengesetzen, also die die universellen Konstanten, zu bestimmen; daherist es eine Folge der verst�arkten Symmetrieforderung in der Theorie der konformenInvarianz, da� jetzt ein solches Ergebnis m�oglich wird. In diesem Sinne ist es berech-tigt mit Henkel [24] davon zu sprechen, im Gegensatz zur Theorie des FSS, die eherqualitative Aussagen �uber den Einu� von Endlichkeitse�ekten auf das Verhaltencharakteristischer Gr�o�en thermodynamischer Systeme mache, erm�ogliche erst dieMethode der konformen Feldtheorie eine quantitative Beschreibung dieser Ph�anome-ne im strengen Sinne (zumindest f�ur zweidimensionale Systeme). Die Skalendimen-sionen xi lassen sich in einigen F�allen exakt bestimmen, �uber Beziehungen von der7Das Attribut exakt kommt ihr allerdings nur im Rahmen der gemachten Annahmen zu, d.h.dem Kontinuumslimes. S.u. Kap. 5.3



2.6. VERMUTUNGEN F�UR DREIDIMENSIONALE SYSTEME 25Form (2.37) sind sie jedoch auch mit f�ur numerische Rechnungen leicht zug�anglichenGr�o�en, den �ublichen kritischen Exponenten, verbunden, so da� die Amplituden desSkalenverhaltens der Korrelationsl�angen mit gro�er Genauigkeit bestimmt werdenk�onnen. In der Sprache des FSS l�a�t sich nun umgekehrt die Skalenfunktion in derentsprechenden Gleichung, �i = LSi(C1tLyt ; C2hLyh); (2.73)mit Hilfe von (2.72) im Grenzfall t; h! 0 exakt bestimmen:Si(0; 0) = 12�xi : (2.74)Systeme auf der Streifengeometrie mit antiperiodischen Randbedingungen�(u; v + L) = ��(u; v) (2.75)lassen sich ebenfalls mit den Methoden der konformen Invarianz analysieren [16, 56].F�ur die O(n){Spin{Modelle mit NN{Wechselwirkungen entspricht die Antiperiodi-zit�at gerade dem Einf�ugen eines Streifens von antiferromagnetischen Bindungen ent-lang der in�niten Richtung. Dies l�a�t sich wiederum im Rahmen der Feldtheoriedurch das Einf�uhren zweier zus�atzlicher Operatoren ausdr�ucken, so da� sich Korre-lationsfunktionen in der antiperiodischen Geometrie durch solche in der periodischendarstellen lassen. F�ur die Korrelationsl�angen von Spin und Energiedichte ergibt sichaus diesem Vorgehen: �s = 43�L;�� = 14�L: (2.76)Das Skalenverhalten ist von derselben Art wie f�ur Systeme auf Streifen mit periodi-schen Randbedingungen, aber die Amplituden Ai gem�a� �i = AiL stehen in diesemFall nicht mehr in einem eindeutigen, insbesondere linearen, Zusammenhang mit denSkalendimensionen xi der zugeh�origen Operatoren. Dementsprechend lassen sich dieAmplituden auch nur beispielhaft f�ur Spin und Energiedichte angeben, nicht jedocheine allgemeine Beziehung entsprechend (2.72).2.6 Vermutungen f�ur dreidimensionale SystemeDa die konforme Gruppe in drei Raumdimensionen im Gegensatz zum zweidimen-sionalen Fall endlichdimensional ist, wird hier konforme Invarianz zu einer erheblich



26 KAPITEL 2. THEORETISCHER HINTERGRUNDschw�acheren Restriktion f�ur ein System der statistischen Mechanik. Es ist dahervon gro�em Interesse, Antworten auf die Frage zu �nden, zu welchen Aussagenauch die reduzierte Menge an Symmetrieoperatoren f�ur dreidimensionale Systemenoch ausreicht bzw. wie sich die Methoden der konformen Feldtheorie f�ur solcheSysteme erweitern lassen. Denn wie wir gesehen haben, ist der darstellungstheoreti-sche Ansatz in der Lage, im wesentlichen dieselben Informationen zu liefern wie einealgebraische Integration des Systems. Eine Erweiterung der konformen Feldtheoriein dieser Richtung w�are daher mit der "exakten\ L�osung dreidimensionaler Systemeder statistischen Mechanik (im Kontinuumslimes) gleichzusetzen. Cardy [17] hateinen Weg vorgeschlagen, die Transformation (2.67) auf h�ohere Raumdimensionenzu verallgemeinern. W�ahlt man im IR2 Polarkoordinaten mit Wegelementds2 = dr2 + r2d�2 (2.77)und transformiert gem�a� r 7�! u = R ln r� 7�! �; (2.78)so schreibt sich ds2 in den neuen Koordinaten alsds2 = R�2e2u=R(du2 +R2d�2): (2.79)Der Term in Klammern auf der rechten Seite entspricht gerade der nat�urlichen Me-trik auf der Ober�ache eines Zylinders vom Radius R. Die von (2.78) (bzw. derUmkehrung) auf dem Zylinder induzierte Metrik stimmt mithin bis auf einen kon-formen Faktor R�2e2u=R mit der urspr�unglichen Metrik auf diesem Raum �uberein,so da� (2.78) eine konforme Transformation beschreibt. Nach einer zum Vorgehenin 1.5. analogen Rechnung erh�alt man auf diesem Wege das Ergebnis (2.72) zur�uckin der Form �i = Rxi : (2.80)Die f�ur eine Verallgemeinerung entscheidende Eigenschaft der Transformation (2.78)ist, da� sie den Winkelanteil � invariant l�a�t; versieht man daher einen d{dimensionalen Raum IRd mit der Metrikds2 = dr2 + r2d
2; (2.81)wo d
2 das Winkelelement auf der Sph�are Sd�1 symbolisiert, und transformiertr 7�! u = R ln r~
 7�! ~
; (2.82)



2.6. VERMUTUNGEN F�UR DREIDIMENSIONALE SYSTEME 27so ist dies infolge ds2 = R�2e2u=R(du2 +R2d
2) (2.83)eine konforme Abbildung IRd ! Sd�1 � IR, die das Skalenverhalten (2.80) ergibt.W�ahrend eine solche Abbildung im zweidimensionalen Falle durch analytische Fort-setzung und Kompakti�kation noch als Meromorphismus aufgefa�t werden konnte,handelt es sich jetzt klar nicht mehr um einen Automorphismus M ! M , son-dern um eine konforme Abbildung zwischen verschiedenen Mannigfaltigkeiten Mund N , denn in der erzeugenden Algebra der konformen Gruppe von (IRd; �) sind jadie singul�aren Transformationen, die (2.82) erzeugen, gar nicht enthalten. Es bleibtalso unklar, ob und in welchem Sinne die angegebene Verallgemeinerung zul�assigist. Cardy [17] zeigt, da� sie zumindest f�ur das sph�arische Modell g�ultig ist; einernumerischen �Uberpr�ufungen der Behauptung stellt sich die Tatsache entgegen, da�die R�aume Sd�1 � IR f�ur d > 2 gekr�ummt sind und sich die sph�arischen Anteilenur mit einer endlichen Zahl von Punkten in regul�arer Weise triangulieren lassen.Simulationen f�ur das Ising{Modell im Falle d = 3 [3], wo die m�oglichen regelm�a�i-gen Triangulierungen der Sd�1 = S2 gerade den platonischen K�orpern entsprechen,d.h. maximal 20 Eckpunkte aufweisen, lie�en keine Entscheidung in dieser Frage zu.Eine analoge Beziehung f�ur die numerisch besser zug�anglichen Geometrien vom TypT d�1� IR = S1�� � ��S1� IR zu gewinnen, scheitert daran, da� diese Fl�achen nichtkonform auf die achen R�aume (IRd; �) abgebildet werden k�onnen.Wenn sich hier auch unter Verwendung globaler Transformationen Aussagen f�urh�oherdimensionale Systeme gewinnen lassen, so scheint jedoch klar, da� einevollst�andige Klassi�kation des Gehaltes an Skalenoperatoren, wie sie im zweidimen-sionalen Fall m�oglich war, mit den Methoden der konformen Feldtheorie auf dreidi-mensionalen R�aumen nicht zu erreichen ist, denn sie bedarf der Darstellungstheorieder unendlichdimensionalen Virasoro{Algebra, die in h�oheren Dimensionen nicht zurVerf�ugung steht. Ans�atze in dieser Richtung liefert die Idee einer modularen Invari-anz der Zustandssumme thermodynamischer Systeme. In einem zweidimensionalenSystem auf dem Torus S1�S1 reicht die Forderung nach modularer Invarianz, d.h. indiesem Fall der Invarianz unter Vertauschung der beiden Sph�aren und die Existenzeiner konformen Abbildung zwischen den Generatoren von Translationen auf der S1und Skalentransformationen im IR2 aus, um die Skalendimensionen etwa des Ising{Modells mit gro�er Genauigkeit zu bestimmen [20]. W�ahrend man hier lediglicheine globale konforme Transformation ben�otigt, erfordert die Gewinnung derselbenAussage mit Hilfe ausschlie�lich der konformen Gruppe die gesamte Information der



28 KAPITEL 2. THEORETISCHER HINTERGRUNDlokalen Algebra. Da solche globalen Transformationen auch f�ur h�oherdimensionaleSysteme verf�ugbar sind, kann man ho�en, hier �ahnliche Aussagen tre�en zu k�onnen;Cardy [20] hat gezeigt, da� auf der Geometrie S2 � S1 modulare Invarianz erreichtwerden kann, wenn man antiperiodische Randbedingungen entlang der S1 w�ahlt,die Berechnung der Skalendimensionen gelang jedoch (au�er f�ur freie Felder) nochnicht.Nun hat Henkel [45, 46] f�ur die f�ur Simulationen geeignete Geometrie S1 � S1 � IR,die nicht durch eine konforme Transformation auf (IR3; �) abgebildet werden kann,mit Hilfe einer Transfermatrix{Rechnung f�ur das Ising{Modell die Vermutungerh�arten k�onnen, da� am kritischen Punkt eine lineare Beziehung zwischen denKorrelationsl�angen der Operatoren � und � und den zugeh�origen Skalendimensio-nen gem�a� �� � A�L = Ax�L �� � A�L = Ax�L; (2.84)d.h. analog zum zweidimensionalen System S1 � IR, nur dann vorliegt, wenn manstatt periodischen antiperiodische Randbedingungen auf dem Torus S1 � S1 an-nimmt. Insbesondere gilt dann f�ur das Verh�altnis der Korrelationsl�angen:���� = x�x� : (2.85)Er erh�alt die Werte:A�=A� = 3:62(7) f�ur period. RBA�=A� = 2:76(4) f�ur antiperiod. RB; (2.86)was zu vergleichen ist mit dem Verh�altnis der Skalendimensionen:x�=x� = 2:7326(16): (2.87)Dieser Wert wurde gewonnen aus dem gewichteten Mittel der in Tab. 2.1 aufgef�uhr-ten Ergebnisse f�ur die Exponenten � und  und der mit Hilfe von (2.35) und (2.36)aus (2.37) folgenden Beziehung:x�x� = (1� �)=��=� = 2(�d� 1)�d�  : (2.88)Sollte sich diese Vermutung best�atigen und insbesondere auch auf andere Systemewie etwa die O(n){Spin{Modelle h�oherer Ordnung (n > 1) �ubertragbar sein, w�arehierin ein Hinweis auf die M�oglichkeit der �Ubertragung der Methoden der konformenFeldtheorie und modularen Invarianz auf h�ohere Raumdimensionen zu sehen. Der



2.6. VERMUTUNGEN F�UR DREIDIMENSIONALE SYSTEME 29Methode �  Quelleg{Entwicklung 0.6300(15) 1.241(2) [41, 42]�{Entwicklung 0.6310(15) 1.2390(25) [43]RG FD{Entwicklung 0.6301(10) 1.2378(25) [66]HT{Reihe 0.631(4) 1.239(3) [1]HT{Reihe bcc 0.632(1) 1.2395(4) [22]HT{Reihe bcc 0.6300(15) 1.237(2) [68]HT{Reihe sc 0.6315(8) 1.2388(10) [14]HT{Reihe bcc 0.6308(5) 1.2384(6) [14]MC 0.6289(8) 1.239(7) [34]MC 0.6301(8) 1.237(2) [10]Gewichtetes Mittel 0.63055(28) 1.23905(30)Tab. 2.1: Literaturwerte f�ur die kritischen Exponenten � und  des dreidimensionalen Ising{Modells und varianzgewichtete Mittelwerte.tiefere Grund f�ur die G�ultigkeit von (2.84) gerade f�ur antiperiodische Randbedingun-gen ist dabei noch weitgehend unklar; w�ahrend der Einu� der Randbedingungenauf Systeme in zwei Dimensionen eingehend untersucht worden ist [18], liegt ihrE�ekt in h�oheren Dimensionen | bis auf das genannte Ergebnis Cardys f�ur dieTorusgeometrie S2 � S1 | noch weitgehend im dunkeln.Eine Monte{Carlo{Simulation von Weston [85] konnte das Ergebnis mit einer un-abh�angigen Methode reproduzieren, jedoch die Genauigkeit nicht verbessern; ererh�alt f�ur das Amplitudenverh�altnis den Wert A�=A� � 2:6. Dar�uberhinaus be-stimmt er erstmals die universelle Konstante A in (2.84), was mit Henkels Me-thode nicht m�oglich war, da dieser im sog. Hamiltonschen Limes arbeitet, der dieHamilton{Funktion nur bis auf eine Normierungskonstante festlegt. Westons Simu-lationen liefern: A = 0:117(3): (2.89)Der die Genauigkeit von Westons Simulationen begrenzende Faktor, das critical slo-wing down der Metropolis{Dynamik von Systemen in der N�ahe eines kontinuierlichenPhasen�uberganges, l�a�t sich heute durch die Verwendung von Cluster{Algorithmenminimieren: man kann also ho�en, auf diesem Wege wesentlich genauere Ergebnissezu erzielen und somit eine sichere Entscheidung �uber die G�ultigkeit von Henkels Ver-mutung tre�en zu k�onnen. An erster Stelle steht jedoch die Frage, ob das Verhalten



30 KAPITEL 2. THEORETISCHER HINTERGRUND(2.84) f�ur die O(n){Spin{Modelle h�oherer Ordnung reproduzierbar ist und damituniversell im Sinne der Theorie der Renormierungsgruppe, oder ob es sich vielleichtum einen numerischen "Zufall\ handelt, der die analytischen Untersuchungen in diefalsche Richtung lenkt. Schlie�lich ist es f�ur die allgemeine Klassi�kation der O(n){Spin{Modelle auch von Interesse, wie sich die Konstante A �uber verschiedenen Wertevon n hinweg verh�alt.Exakte Rechnungen sind andererseits f�ur die Grenzf�alle des sph�arischen (n = 1)und des Gau�modells (n = 0) m�oglich. Nach einer ersten Untersuchung von Henkel[47, 48] gilt f�ur das sph�arische Modell auf der dreidimensionalen Geometrie T 2 � IReine lineare Beziehung zwischen den Amplituden des FSS der Korrelationsl�angenvon lokaler Magnetisierung und Energiedichte gem�a� (2.84) sowohl f�ur periodischeals auch f�ur antiperiodische Randbedingungen. Die universelle Konstante A ist dabeigegeben durch:A � 3:0239 f�ur periodische RB;A = 12�p2�1� 258�2��1=2 � 0:1361 f�ur antiperiod. RB: (2.90)Da beim sph�arischen Modell der kritische Exponent � der spezi�schen W�arme, derin die Berechnung der Skalendimension der Energiedichte gem�a� (2.37) eingeht, aufbeiden Seiten des kritischen Punktes jedoch unterschiedliche Werte annimmt [8], istzun�achst unklar, ob dieses Ergebnis auch f�ur den Limes n ! 1 des O(n){Spin{Modells g�ultig bleibt. F�ur das Gau�{Modell ergibt sich eine Amplitude von:A = 12�p2 � 0:1125: (2.91)Da das Gau�{Modell jedoch keine geordnete Tieftemperaturphase besitzt unddementsprechend keinen echten Phasen�ubergang zweiter Ordnung aufweist, ist die-ses Ergebnis f�ur Vergleiche nur von begrenztem Wert. Eine Divergenz der Kor-relationsl�angen im thermodynamischen Limes tritt nur auf, wenn alle Moden alsmasselos angenommen werden. Eine �Ubersicht �uber die bisherigen Kenntnisse �uberdie Verh�altnisse des FSS der Korrelationsl�angen in zwei{ und dreidimensionalenSystemen der Geometrie S1 � IR bzw. T 2 � IR gibt Tab. 2.2.*Es ist eine Spezialit�at zweidimensionaler R�aume, da� sich auf ihnen eine komplexeStruktur de�nieren l�a�t; etwas �Ahnliches ist dann erst wieder in vier Dimensionen



2.6. VERMUTUNGEN F�UR DREIDIMENSIONALE SYSTEME 31n = 0 n = 1 n = 2 n = 3 � � � n =1Gau� Ising XY Heisenberg sph�arischperiod. RB (X) X X2D Amplitude 1=2� 1=2� kein Phasen�ubergangantiperiod. RB � � �period. RB � � (?) ? ? ? X3D antiperiod. RB X X (?) ? ? ? XAmplitude 0:1125 � 0:12 ? ? ? 0:1361Tab. 2.2: G�ultigkeit einer linearen Beziehung zwischen den Amplituden des FSS der Korrelati-onsl�angen und den zugeh�origen Skalendimensionen gem�a� Ai = A=xi f�ur die O(n){Spin{Modellein zwei und drei Dimensionen.m�oglich, nicht aber f�ur "realistische\ Systeme mit drei Raumdimensionen. Die ausdieser Eigenart resultierende Struktur zweidimensionaler R�aume erm�oglicht es, dieKlasse der global de�nierten konformen Transformationen des Raumes auf sich selbst(Automorphismen), die zun�achst aus den einfachen projektiven Transformationen(Poincar�e{Transformationen, Dilatationen und spezielle konforme Transformatio-nen) besteht, zur unendlichdimensionalen Gruppe aller analytischen Transforma-tionen zu erweitern. Die Darstellungstheorie dieser Gruppe bzw. ihrer Lie{Algebraliefert den gesamten Inhalt eines Modells an Skalenoperatoren und dar�uberhinaus(durch Bestimmung aller irreduziblen Darstellungen der Gruppe) eine Klassi�kati-on aller m�oglichen zweidimensionalen Feldtheorien. Im Vergleich mit der klassischenTheorie des FSS, wie sie sich mit Methoden der Renormierung gewinnen l�a�t, lie-fert die konforme Feldtheorie zus�atzlich zu den Exponenten der Skalengesetze auchdie dort auftretenden Amplituden, also geschlossene, analytische L�osungen; in Formeine St�orungsreihe lassen sich auch alle Korrekturen (Amplituden und Exponenten)zum eigentlichen FSS{Limes bestimmen.In drei Dimensionen entsprechen die nichttrivialen (�niten) konformen Transforma-tionen dagegen Abbildungen zwischen verschiedenen R�aumen mit im allgemeinenunterschiedlicher Topologie und Geometrie (d.h. metrischem Tensor). Von einer In-varianz des Systems unter diesen Abbildungen kann im strengen Sinne nicht mehrgesprochen werden, so da� das gesamte Kalk�ul zweidimensionaler konformer Feld-theorien nicht mehr zur Anwendung kommen kann. Es lassen sich lediglich Aussa-gen f�ur Systeme auf verschiedenen, konform �ahnlichen Geometrien miteinander in



32 KAPITEL 2. THEORETISCHER HINTERGRUNDVerbindung setzen, was exakte Aussagen f�ur die Bild{Geometrie erlaubt, falls dieUrbild{Geometrie so einfach ist, da� sich dort mit anderen Methoden analytischeL�osungen angeben lassen; es ist jedoch in diesem Fall nicht mehr ganz klar, f�ur welcheOperatoren solche Aussagen Geltung beanspruchen k�onnen [21]. Die Bem�uhungender Feldtheoretiker gehen daher im Falle dreidimensionaler Systeme zun�achst dar-auf aus, eine Klasse von Automorphismen f�ur solche R�aume zu �nden, die gro�genug ist, um auch hier mit Hilfe der entwickelten mathematischen Werkzeuge ex-akte Ergebnisse liefern zu k�onnen. Auf diesem Wege hat sich gezeigt, da� im Fallezweidimensionaler Systeme m�oglicherweise schon die wesentlich kleinere Klasse dermodularen Transformationen, die auch in h�oheren Dimensionen uneingeschr�ankt zurVerf�ugung steht, f�ur wesentliche Aussagen �uber die betrachteten Systeme ausreicht,so da� (zumindest f�ur bestimmte Geometrien) die Ho�nung berechtigt ist, mit Hilfedieser Transformationen f�ur dreidimensionale Systeme mit den Methoden der Feld-theorie �Ahnliches leisten zu k�onnen wie im zweidimensionalen Fall.



Kapitel 3
Methoden und Hilfsmittel
Die Untersuchung eines Modells der statistischen Mechanik mit Hilfe einer Methodeder Computersimulation gliedert sich der Natur der Sache nach in zwei gro�e Pha-sen. Diese Gliederung lehnt sich direkt an die Vorgehensweise der experimentellenWissenschaften an: der Auswahl und Implementation der Methode der Informati-onsgewinnung (hier der Wahl der Simulationsmethode, dort der Versuchsaufbau)und dem eigentlichen Experiment folgt der gleichwertige zweite Schritt der Auswer-tung des gesammelten Datenmaterials und der Interpretation der so aufbereitetenErgebnisse. Was die Methode der Computersimulation angeht, sind auf beiden Fel-dern in den letzten Jahren ausgefeilte Techniken entwickelt worden, die in dieserArbeit zur Anwendung kommen sollen. Die Probleme bei der Gewinnung einer hin-reichenden Menge unabh�angiger Datens�atze ("Messungen\) wurden f�ur bestimmteSysteme durch die Verwendung von Cluster{Algorithmen gel�ost. Eine Bewertungder statistischen Genauigkeit der gewonnen Ergebnisse andererseits | insbesondereunter Ber�ucksichtigung der verbleibenden Korrelationen zwischen den Datens�atzen| gelingt mit Hilfe der Binning{Technik und sog. Resampling{Verfahren wie dasJackkni�ng. 33



34 KAPITEL 3. METHODEN UND HILFSMITTEL3.1 Simulationstechniken3.1.1 Das Monte{Carlo{VerfahrenDie Methode der Monte{Carlo{Simulation dient allgemein der numerischen Appro-ximation von Integralen (vornehmlich) �uber hochdimensionale Hyper�achen: undgerade ein solches Problem stellt die Berechnung der Zustandssumme (2.2) dar, wo-bei der diskrete Fall einer blo�en Summe (wie er beim Ising{Modell auftritt) durchentsprechende Wahl des Integrationsma�es als spezielles Integral betrachtet werdenkann. Wir schreiben hier f�ur diskrete und kontinuierliche F�alle symbolisch ein Sum-menzeichen P. Eine �ahnliche Aufgabe ist auch die Berechnung thermodynamischerMittelwerte, etwa: hAi = 1Z XfsigA(fsig) exp(��H(fsig)): (3.1)Die �ubliche Verwendung eines regelm�a�igen Gitters von St�utzpunkten liefert hiermit wachsender Dimension des Integrationsraumes immer schlechtere Ergebnisse,da in diesem Grenz�ubergang der Anteil der im Inneren des Integrationsvolumensgelegenen Punkte verschwindet; im Limes liegen daher alle Punkte auf einer Mengevom Raumma� Null (der Ober�ache), so da� die Verteilung der St�utzpunkte imIntegrationsvolumen alles andere als gleichm�a�ig ist [9]. Stattdessen w�ahlt man dieSt�utzpunkte si (d.h. Kon�gurationen des betrachteten Systems im Falle der Inte-grale (2.2) bzw. (3.1)) der Integration zuf�allig und zwar im einfachsten Falle so, da�die zugeh�orige Verteilungsfunktion der einer Gleichverteilung auf dem Integrations-volumen entspricht (Simple Sampling).Von der Warte eines allgemeinen Algorithmus zur Wahl der St�utzstellen aus besehen,ist dieser zun�achst lediglich dadurch charakterisiert, da� er durch einen stochasti-schen Proze� realisiert wird. Um unter bestimmten Voraussetzungen Existenz undEindeutigkeit einer station�aren Verteilung garantieren zu k�onnen, verwendet manf�ur diesen zugrundeliegenden stochastischen Proze� eine Markov{Kette, also einenProze�, dessen "Ged�achtnis\ nur einen Schritt weit zur�uckreicht, so da� die �Uber-gangswahrscheinlichkeit T (fs0igjfsig) lediglich von der jetzigen und der erreichtenKon�guration abh�angt. Voraussetzung f�ur eine Konvergenz dieses Verfahrens gegendas zu bestimmende Integral im Limes einer unendlich langen Kette ist, da� derProze� tats�achlich jeden Punkt des Integrationsgebietes mit im Grenzfall nichtver-schwindender Wahrscheinlichkeit erreicht, die sog. Ergodizit�at. Das Vorgehen beim



3.1. SIMULATIONSTECHNIKEN 35Simple Sampling liefert jedoch in vielen F�allen immer noch unbefriedigende Er-gebnisse; im allgemeinen ist n�amlich der exponentielle Integrand des Integrals, derBoltzmann{Faktor, nur in einem schmalen Bereich des Integrationsvolumens merk-lich von Null verschieden | die St�utzstellen sind jedoch nach Voraussetzungen im ge-samten Volumen gleichverteilt. Beim Importance Sampling versucht man daher, dieSt�utzpunkte direkt gem�a� dem zugeh�origen Boltzmann{Gewicht zu bestimmen, d.h.:wo der Integrand gr�o�ere Beitr�age liefert, werden auch mehr St�utzstellen gew�ahlt.Die station�are VerteilungW (fsig) der Markov{Kette mu� demnach jetzt gerade derGleichgewichtsverteilung des Systems, bei Simulationen im kanonischen Ensemblealso gerade der Boltzmann{Verteilung, entsprechen. Eine hinreichende Bedingungf�ur das Erreichen der gew�unschten station�aren Verteilung liefert die detaillierte Ba-lance: T (fs0igjfsig)W (fsig) = T (fsigjfs0ig)W (fs0ig): (3.2)Sie besagt, da� sich der lokale Austausch von Wahrscheinlichkeits{"Masse\ Wzwischen zwei Zust�anden im Gleichgewicht be�ndet; notwendig ist lediglich dieschw�achere Forderung einer Art Kontinuit�atsgleichung, nach der die gesamte auseinem Zustand in alle anderen Zust�ande abie�ende Wahrscheinlichkeit die ein-str�omende Wahrscheinlichkeit ausgleichen mu�. Metropolis et. al. [64] haben gezeigt,da� eine hierf�ur geeignete Wahl der �Ubergangswahrscheinlichkeit gegeben ist durch:T (fs0igjfsig) = min[1;W (fs0ig)=W (fsig)]; (3.3)wobei sich im Falle der O(n){Spin{Modelle Ausgangs{ und Endkon�guration le-diglich durch die �Anderung eines Freiheitsgrades si unterscheiden sollen, so da�der Update{Algorithmus lokal ist. W entspricht hier der in (3.1) verwendetenBoltzmann{Verteilung. Ein entsprechendes Vorgehen bei der Erzeugung der Inte-grationsst�utzpunkte wird als Metropolis{Algorithmus bezeichnet.Die Genauigkeit der mit Hilfe dieser Vorschrift gewonnenen Approximation istabh�angig von der Anzahl der im Verlaufe der Simulation erfolgten unabh�angigenMessungen der jeweils betrachteten Gr�o�e; ein Ma� f�ur diese Unabh�angigkeit istgegeben durch die (integrierte) Autokorrelationszeit � (s.u. Kap. 3.2.1). Die Varianz�2( �A) des Mittelwertes �A aus nMessungen in Approximation von (3.1) ist in diesemFall von der Gr�o�e �2( �A) = �2(A)n=2� ; (3.4)wobei �2(A) die Varianz einer Einzelmessung darstellt. Mit anderen Worten: die An-zahl der unabh�angigen Messungen ist um den Faktor 1=2� kleiner als die Zahl der



36 KAPITEL 3. METHODEN UND HILFSMITTELerfolgten Messungen. Die E�zienz eines gegeben Monte{Carlo{Algorithmus wirddaher nicht nur bestimmt durch die zur Erzeugung der Kon�gurationen und zurMessung der gew�unschten Gr�o�en erforderlichen Rechenoperationen, sondern eben-so durch die der Dynamik inh�arente Autokorrelationszeit. Aus Simulationen mitAugenmerk auf die dynamischen Qualit�aten des Monte{Carlo{Verfahrens wei� man,da� die Autokorrelationszeiten gem�a� einem Potenzgesetz mit der zugeh�origen r�aum-lichen Korrelationsl�ange einer gegebenen Observable anw�achst:� / �z; (3.5)wobei der dynamische kritische Exponent z f�ur den lokalen Metropolis{Algorithmusungef�ahr den Wert z � 2 annimmt. Da jedoch die Korrelationsl�angen lokalerObservablen bei der Ann�aherung an den Punkt eines Phasen�uberganges zweiterOrdnung divergieren, wachsen auch die Autokorrelationszeiten unbegrenzt an, soda� man im Grenzfall unendlich lange warten mu�, bis eine neue unabh�angige Mes-sung erfolgen kann (Critical Slowing Down). In einem endlichen System k�onnen zwardie Korrelationsl�angen nicht divergieren und ihre Rolle �ubernimmt jetzt die lineareendliche Systemausdehnung L, so da� die Autokorrelationszeiten gem�a� � / Lz an-wachsen, aber die kritische Verlangsamung der Dynamik macht hier Simulationenin der N�ahe des kritischen Punktes zumindest sehr rechenaufwendig und zwar umso mehr, je gr�osser das betrachtete System und damit � ist. Im Falle etwa des fer-romagnetischen Ising{Modells ist der Grund f�ur dieses Verhalten anschaulich klar:bei einer Ann�aherung an den Punkt des Phasen�uberganges bilden sich Cluster ein-heitlicher Spinorientierung und wachsender Gr�o�e aus, so da� ein Gro�teil der Spinsim Innern solcher Bereiche liegt. Eine neue unabh�angige Kon�guration w�are etwagegeben durch die Umkehrung der Orientierungsrichtung der Spins eines Clusters;versucht man dazu sukzessive, einzelne Spins des Clusters gegen die vorherrschendeOrientierung umzukehren, so wird jeder dieser Schritte gem�a� (3.3) nur mit einerWahrscheinlichkeit exp(���E) < 1 ausgef�uhrt, so da� der gesamte �Ubergang mitwachsender Clustergr�o�e (also mit wachsender Systemgr�o�e oder Ann�aherung anden kritischen Punkt) immer unwahrscheinlicher, die Dynamik immer langsamerwird.3.1.2 Cluster{AlgorithmenDie bisher beste L�osung dieses Problems im Falle der O(n){Spin{Modelle beruhtauf der Beobachtung der Clusterbildung am Punkt eines Phasen�ubergang zweiter



3.1. SIMULATIONSTECHNIKEN 37Ordnung. Statt lokale Ver�anderungen der Kon�guration zu versuchen, wie sie derMetropolis{Algorithmus erzeugt, wird hier f�ur Bereiche von Spins in der Gr�o�enord-nung der Gebiete einheitlicher Spinorientierung, d.h. der (geometrischen) Cluster,global eine neue Spinorientierung gew�ahlt. Wie oben zu sehen war, ist es aufgrundder Symmetrien der Wechselwirkung in der Hamiltonfunktion (2.1) der O(n){Spin{Modelle nicht die absolute Kon�guration der Spins selbst, die die Energie und damitdas Verhalten bei einem MC{Update bestimmt, als vielmehr (im feldfreien Fall) dierelative Orienterung benachbarter Spins zueinander. Dieser Sachverhalt erlaubt es,das Spin{Gitter{Modell auf ein Modell abzubilden, in dem nicht die Spins, son-dern Bindungen zwischen den Spins die elementaren Gr�o�en sind und zwar mittelsder sog. Fortuin{Kasteleyn{Transformation. Der Weg von dieser �Uberlegung zu ei-nem funktionierenden Cluster{Algorithmus sei hier zun�achst f�ur das Ising{Modellnachgezeichnet [38]. Setzt man zwischen allen Spins gleicher Orienterung Bindun-gen, erh�alt man eine Zerlegung des Gitters in die sog. geometrischen Cluster; wollteman diese Zerlegung f�ur einen Update{Algorithmus verwenden, bliebe jedoch dieCluster{Aufteilung eine unver�anderliche Gr�o�e, Ergodizit�at w�are nicht zu erreichen.Daher d�urfen Bindungen zwischen Spins gleicher Orientierung nur mit einer Wahr-scheinlichkeit p < 1 gesetzt werden. Um p zu bestimmen, kann man die Forderungder detaillierten Balance (3.2) ausnutzen. Die Kon�guration der Bindungen sei re-pr�asentiert durch einen Satz von Bindungsvariablen nij, so da�nij = 8<: 1 f�ur si = sj0 f�ur si 6= sj : (3.6)Die �Ubergangswahrscheinlichkeiten T (fs0igjfsig) setzen sich jetzt zusammen aus der(von p abh�angigen) Wahrscheinlichkeit Pcluster(fnijgjfsig) f�ur eine bestimmte Auf-teilung des Gitters bei der gegebenen Kon�guration in (stochastische) Cluster ent-sprechend einer Bindungskon�guration fnijg, der Wahrscheinlichkeit Pip(fnijg) f�ureine bestimmte Auswahl der zu ippenden Cluster und der Akzeptanzwahrschein-lichkeit Pakz(fnijg) f�ur den vorgeschlagenden Update{Versuch; die Bedingung derdetaillierten Balance nimmt daher folgende Form an:W (fsig)Pcluster(fnijgjfsig)Pip(fnijg)Pakz(fnijg) =W (fs0ig)Pcluster(fn0ijgjfs0ig)Pip(fn0ijg)Pakz(fn0ijg) (3.7)Da die Umkehrung der Spinorientierung bestimmter Cluster die Zerlegung des Git-ters selbst nicht ver�andert, ist dabei n0ij = nij und daher auch Pip(fn0ijg) =



38 KAPITEL 3. METHODEN UND HILFSMITTELPip(fnijg); um die Akzeptanzrate zu maximieren setzen wir au�erdem Pakz � 1.Im kanonischen Ensemble ist daherPcluster(fnijgjfsig)Pcluster(fn0ijgjfs0ig) = W (fs0ig)W (fsig) = exp (�� [E(fs0ig)� E(fsig)]) : (3.8)Enth�alt die Kon�guration fsig Np parallele und Na antiparallele Spinpaare, so istihre Energie gegeben durch E = �J(Np �Na); �andert sich daher die Kon�gurationgem�a� Np 7! Np + �, Na 7! Na � �, so entspricht das einer Energiedi�erenz�E = �2J�. Die Wahrscheinlichkeit f�ur die Aufteilung des Gitters in Clusterihrerseits h�angt von der Wahrscheinlichkeit p ab, zwischen parallelen Spins eineBindung zu aktivieren; hat man nc verbundene und nb = Np � nc unverbundeneparallele Spinpaare, so ist Pcluster(fnijgjfsig) = pnc(1�p)nb . Mit dem Update �andertsich nicht die Clusterstruktur, d.h. es ist n0c = nc, aber es kommen � paralleleSpinpaare hinzu, zwischen denen keine Bindungen aktiviert sind, d.h. n0b = nb +�.Insgesamt hat man daher:Pcluster(fnijgjfsig)Pcluster(fnijgjfs0ig) = pnc(1� p)nbpnc(1� p)nb+� = (1� p)��W (fs0ig)W (fsig) = exp(2K�); (3.9)wo K = �J die Koppelungskonstante ist. Daraus folgt schlie�lich:p = 1� exp(�2K): (3.10)Der hiermit konstruierte Swendsen{Wang{Cluster{Algorithmus [82] setzt sich alsoaus folgenden Schritten zusammen:1. Setze zwischen parallelen Spins des Gitters mit der Wahrscheinlichkeit p =1� exp(�2K) eine aktive Bindung.2. Identi�ziere die durch die aktiven Bindungen de�nierten zusammenh�angendenGebiete des Gitters als (stochastische) Cluster.3. W�ahle f�ur jeden so konstruierten Cluster zuf�allig eine neue einheitliche Spin{Orientierung, im einfachsten Falle f�ur s = �1 je mit der Wahrscheinlichkeit1=2.Da� es sich bei diesem Verfahren f�ur das Ising{Modell um einen zul�assigen Monte{Carlo{Update{Algorithmus handelt, ist klar: die detaillierte Balance ist qua Her-leitung erf�ullt; Ergodizit�at ergibt sich aus der Tatsache, da� die Wahrscheinlichkeit



3.1. SIMULATIONSTECHNIKEN 39f�ur die Orientierungsumkehr eines einzelnen Spins immer endlich ist, so da� jedebeliebige Kon�guration in endlich vielen Schritten erreicht werden kann.Wol� [86] hat eine Modi�kation dieses Vorgehens vorgeschlagen, die die E�zienz desAlgorithmus weiter verbessert: anstatt das gesamte Gitter in Cluster zu zerlegen undjeden davon mit der Wahrscheinlichkeit 1=2 zu ippen, kann man auch, ausgehendvon einer zuf�allig gew�ahlten Gitterposition, mit der Bindungs{Wahrscheinlichkeit(3.10) lediglich einen Cluster aufbauen, dessen Spinorientierung dann in jedem Falleinvertiert wird. Dies l�a�t sich auch als spezielle Wahl der Wahrscheinlichkeit Pip imRahmen des Swendsen{Wang{Algorithmus interpretieren; derWol�{Algorithmus istsowohl programmtechnisch einfacher zu realisieren, als auch (zumindest f�ur dreidi-mensionale Systeme) e�zienter im Sinne der ben�otigten Zeit zur Erzeugung einerneuen unabh�angigen Kon�guration und soll daher auch im folgenden vornehmlichzur Anwendung kommen. Der Grund f�ur die gr�o�ere E�zienz des Wol�{Algorithmusliegt in einer durchschnittlich gr�o�eren Ausdehnung der Cluster. Beide Cluster{Algorithmen reduzieren die Autokorrelationszeiten typischer Observablen drastisch.Die dynamischen kritischen Exponenten des zweidimensionalen Ising{Modells re-duzieren sich im Falle des Swendsen{Wang{Algorithmus' (je nach Observable) aufz � 0.20-0.35 [53] und f�ur den Wol�{Algorithmus auf z � 0.13-0.26; in drei Di-mensionen schneidet dieser mit z � 0.14-0.30 gegen�uber jenem mit z � 0.50-0.75noch etwas besser ab, zumal die Amplituden im Skalengesetz (3.5) f�ur den Wol�{Algorithmus im allgemeinen kleiner sind.Eine Anwendung der Cluster{Algorithmen auf die O(n){Spin{Modelle h�oherer Ord-nung [86] erfordert die Isolation von isingartigen Freiheitsgraden in diesen Systemen,um das Konzept von parallelen und antiparallelen Spins �ubertragen zu k�onnen. Manzerlegt dazu die Spins si in Anteile parallel und senkrecht zu einer zuf�allig gew�ahltenRichtung r: si = ski + s?i ; ski = �ijsi � rjr; �i = sign(si � r): (3.11)Einsetzen in die Hamiltonfunktion (2.1) des Systems ergibt:H = � X<ij>Jij�i�j + const:; (3.12)wobei Jij = J jsi � rjjsj � rj; (3.13)



40 KAPITEL 3. METHODEN UND HILFSMITTELwas dem Hamiltonian eines Ising{Modells mit zuf�alligen, positivenWechselwirkungs-konstanten Jij entspricht. Der Swendsen{Wang{Algorithmus f�ur die h�oheren O(n){Spin{Modelle sieht daher so aus:1. W�ahle (gem�a� einer Gleichverteilung) eine zuf�allige Richtung r.2. Setze zwischen Spinpaaren (si; sj) mit �i�j > 0 mit der Wahrscheinlichkeit pgem�a� (3.10) eine aktive Bindung.3. Zerlege das Gitter anhand der Bindungsstruktur in Cluster.4. Entscheide mit einer Wahrscheinlichkeit von 1=2 f�ur jeden Cluster, ob er ge-ippt wird. In den Clustern, die invertiert werden, spiegele alle Spins an derEbene senkrecht zur Richtung r.Analog dazu wird der Wol�{Algorithmus implementiert. Es zeigt sich, da� beideCluster{Algorithmen auch in diesem verallgemeinerten Falle bei Simulationen mitkritischer Verlangsamung wesentlich e�ektiver sind als der Metropolis{Algorithmus.In Abb. 3.1 ist zu erkennen, da� hier der E�zienzunterschied zwischen Swendsen{Wang{ und Wol�{Algorithmus sogar noch gr�o�er ist als f�ur das Ising{Modell.3.2 Moderne Verfahren der DatenanalyseBei der Analyse von Zeitreihen aus Monte{Carlo{Simulationen ist man mit zweigro�en Problembereichen konfrontiert. Sowohl f�ur Metropolis{Daten, als auch in ge-ringerem Ma�e f�ur Messungen aus Cluster{Update{Simulationen, wird die ZeitreiheAutokorrelationen aufweisen, insofern � erst im Limes unendlich seltener Messungenverschwindet. Da das Ausma� der Autokorrelation einer Me�reihe apriori unbekanntist, wird eine zuverl�assige Sch�atzung des Me�fehlers problematisch, denn eine auto-korrelierte Zeitreihe gaukelt kleinere Schwankungen vor, als die zu messende Gr�o�esie aufweist. Eine korrekte Fehlerrechung ist m�oglich mit Hilfe der Binning{Technik,die die autokorrelative Verminderung der Varianzsch�atzung zu korrigieren vermag,indem sie eine nahezu unkorrelierte Ersatzreihe liefert. Selbst wenn zeitlich unkorre-lierte Daten vorliegen, verbleibt das Problem, die Fehler von Gr�o�en zu bestimmen,die in der Simulation nicht direkt gemessen wurden, sondern nichtlineare Kombina-tionen der Observablen darstellen; in diesem Fall ist eine korrekte Fehlerbehandlungmit Hilfe der Jackknife{Methode m�oglich.
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Abb. 3.1: Integrierte Autokorrelationszeiten des dreidimensionalen XY{Modells aus Simulationenmit dem Swendsen{Wang{Algorithmus (SW) im Vergleich zu solchen mit dem Wol�{Algorithmus(Wol�) in einer doppelt logarithmischen Auftragung. Gemessen wurden jeweils die magnetischeSuszeptibilit�at (��) und die spezi�sche W�arme (�e). Die Abbildung ist der Arbeit [53] entnommen.3.2.1 BinningZur n�aherungsweisen Bestimmung des Erwartungswertes hAi einer Observable A auseiner endlichen Me�reihe der L�ange n betrachtet man den Mittelwert �A = Pt At,der einen erwartungstreuen Sch�atzer f�ur hAi darstellt. Um eine Angabe �uber dieGenauigkeit der Sch�atzung machen zu k�onnen, interessiert man sich f�ur die Varianzdieser Gr�o�e: �2( �A) = h �A2i � h �Ai2: (3.14)Einsetzen der De�nition von �A ergibt:�2( �A) = 1n2 nXs;t=1 s;t = 1n "0 + 2 n�1X�t=1�1� �tn � �t# ; (3.15)mit s;t � hAsAti � hAsihAti; �t � s;t; �t = js� tj; (3.16)



42 KAPITEL 3. METHODEN UND HILFSMITTELwobei die Invarianz der Reihe unter Zeittranslation ausgenutzt wurde. De�niert mannun die integrierte Autokorrelationszeit�int � 12 + n�1X�t=1 �t0 �1� �tn � ; (3.17)so erh�alt man mit 0 = �2(A) gerade wieder die Beziehung (3.4). F�ur eine verl�a�licheBestimmung von �2( �A) ben�otigt man daher einen Sch�atzer f�ur �t oder zumindestf�ur �int. Der naheliegende Ansatzc�t = 1n��t n��tXt=1 (At � �A)(At+�t � �A) (3.18)liefert jedoch keine erwartungstreue Sch�atzfunktion, sondern weist einen Bias auf.Dieser l�a�t sich zwar f�ur Korrelationen von endlicher Reichweite durch eine rekursiveProzedur n�aherungsweise beseitigen, aber es stellt sich heraus, da� der dazu n�otigeRechenaufwand von der Gr�o�enordnung O(nTmax) ist, wenn alle Korrelationen nachder Zeit Tmax abgeklungen sind [37]; da in der Regel die Korrelationen nur im Rah-men einer gew�unschten Genauigkeit von endlicher Reichweite sind, f�uhrt man durchdiese Prozedur zus�atzlich einen willk�urlichen Abschneideradius ein.Die Idee des Binning ist es nun, benachbarte Daten in Bl�ocke oder Bins zusammen-zufassen, d.h. neue Variablen gem�a�A0t = 12(A2t�1 + A2t); n0 = 12n (3.19)einzuf�uhren. Der Mittelwert �A und die Varianz �2( �A) bleiben von dieser Transfor-mation unber�uhrt; die Autokorrelationsfunktion �andert sich gem�a�0�t = 8<: 120 + 121 f�ur �t = 0142�t�1 + 122�t + 142�t+1 f�ur �t > 0 : (3.20)Der E�ekt der Blocktransformation zeigt sich, wenn man ihre Wirkung auf die untereSchranke 0=n von �2( �A) betrachtet (vgl. (3.15)):�2( �A) = �2( �A0) � 00n0 = 0n + 1n : (3.21)Die Werte f�ur 0=n steigen also mit jeder Anwendung der Transformation | ausge-hend von korrelierten Daten, d.h. von 1 > 0 | an, es sei denn 1 = 0. Man kannzeigen [37], da� ��t=n / ��t 0 einen attraktiven Fixpunkt der Block{Transformation



3.2. MODERNE VERFAHREN DER DATENANALYSE 43darstellt, in dessen Einzugsbereich alle Ausgangskorrelationen �t fallen, die schnel-ler als 1=�t nach au�en hin abfallen. Die Transformation (3.19) vernichtet daher imLimes alle Autokorrelationen der Zeitreihe; anschaulich ist klar: wenn die Korrelatio-nen schnell genug abfallen, werden zwei benachbarte Werte der transformierten Rei-he schw�acher korreliert sein als zwei Werte der urspr�unglichen Reihe, da der "durch-schnittliche\ Abstand der in den transformierten Werten enthaltenen Elemente derAusgangsreihe gr�o�er ist als Eins. Wie aus (3.20) ersichtlich ist, verdoppeln sich bisauf Korrekturen gerade die f�ur die Korrelationen relevanten Abst�ande. Durch dieBlock{Transformation werden mehr und mehr der ma�geblichen Korrelationen aufkurze Distanzen in die (transformierten) Werte selbst absorbiert und erscheinen dortals Korrelationen der Werte mit sich selbst, d.h. in deren anwachsender Varianz.Am Fixpunkt selbst l�a�t sich die Varianz �2( �A) aufgrund der fehlenden Korrela-tionen mit der naiven Methode bestimmen, d.h. mit dem nun erwartungstreuenSch�atzer �2( �A) = h 1n� � 1c�0i = h 1n�(n� � 1) n�Xt=1 (A�t � �A)2i: (3.22)Die Bestimmung der Varianz des Mittelwertes einer autokorrelierten Zeitreihe mitder Methode des Binning nimmt daher folgende Form an:1. Bestimme aus der urspr�unglichen Zeitreihe c0=(n� 1) als Sch�atzer f�ur �2( �A).2. Wende die Block{Transformation (3.19) auf die At an und bestimme c00=(n0�1).Bis auf statistische Schwankungen gilt: c00=(n0 � 1) � c0=(n� 1).3. Iteriere diesen Proze� so lange, bis die Werte c(k)0 =(n(k) � 1) innerhalb dergew�unschten Genauigkeit nicht mehr weiter wachsen, d.h. das System denFixpunkt n�aherungsweise erreicht hat.4. Dieser Plateau{Wert c�0=(n�� 1) entspricht der Binning{Sch�atzung f�ur �2( �A).Der Rechenaufwand f�ur diesen Proze� ist mit O(2n) gegen�uber O(nTmax) f�ur einerw�unschtes Tmax � � in der meisten F�allen wesentlich geringer. Dabei ist nat�urlichdie Sch�atzung c�0=(n� � 1) selbst wieder eine Zufallsvariable und daher mit einemFehler behaftet. Da am Fixpunkt die A0t unabh�angige und aufgrund des zentralenGrenzwertsatzes ann�ahernd gau�verteilte Zufallsgr�o�en sind, l�a�t sich die Varianzdieser Sch�atzung jedoch n�aherungsweise angeben; man erh�alt:�2(c�0=(n� � 1)) � s 2n� � 1 c�0n� � 1 : (3.23)
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Abb. 3.2: Schematische Darstellung des E�ektes sukzessiver Anwendung der Block{Transformation auf die Varianzsch�atzung c0=(n� 1); die Fehlerbalken entsprechen der gau�-schen Varianz gem�a� (3.23). Die Daten stammen aus einer Simulation des dreidimensionalenXY{Modells.Die Binning{Sch�atzung der Varianz des Mittelwertes wird daher in Abh�angigkeitvon der Anzahl der vollzogenen Transformationen typischerweise das in Abb. 3.2dargestellte Verhalten zeigen: einem relativ glatten Anstieg auf den Plateau{Wertfolgt eine st�arker werdende erratische Schwankung, die dem Fehler der Sch�atzunggem�a� (3.23) entspricht.Mit derselben Methode l�a�t sich jetzt auch die Autokorrelationszeit bestimmen; aus(3.4) folgt: �int = 12 �2( �A)�2(A)=n: (3.24)W�ahrend eine Sch�atzfunktion f�ur �2( �A) gerade durch das Binning geliefert wird, istein erwartungstreuer Sch�atzer f�ur �2(A) aus unabh�angigen Gr�o�en nicht so leichtzu gewinnen. Der naive Ansatz liefert:h 1n� 1 nXt=1(At � �A)2i = �2(A)� 1n(n� 1)Xs 6=t s;t= �2(A) �1� 2n� 1(�int � 12)� ; (3.25)



3.2. MODERNE VERFAHREN DER DATENANALYSE 45wobei in der letzten Zeile Gl. (3.17) verwendet wurde. Da n jedoch hier die ur-spr�ungliche L�ange der Zeitreihe symbolisiert, kann man f�ur n � � , was man f�urdie Bestimmung von c�0=(n�� 1) ohnehin fordern mu�, die Korrektur in den eckigenKlammern vernachl�assigen und erh�alt:�int � n(n� 1)2(n� � 1) c�0c0 ; (3.26)wobei c0 aus der urspr�unglichen Reihe und c�0 nach hinreichend vielen Block{Transformationen zu bestimmen ist.3.2.2 Jackkni�ngDie Grundannahme statistischer Simulationen wie der Monte{Carlo{Methode be-hauptet die M�oglichkeit, von der empirischen Verteilung F̂ (A) = 1=nPt �(A� At)einer betrachteten Zufallsvariable A auf die wahre Verteilung F (A) schlie�en zuk�onnen. In der allgemeinsten Formulierung versucht man, einen Parameter f(F )der Verteilung zu sch�atzen, indem man f̂ � f(F̂ ) bestimmt. Ist die Zeitreihe unend-lich lang und die Dynamik ergodisch, so wird dies auch uneingeschr�ankt gelingen.F�ur eine endliche Zeitreihe mu� dies nicht unbedingt gelten; betrachtet man etwaeine Funktion des Erwartungswertes von A, z.B. f(F ) = hAi2, so erh�alt man imMittel �uber unendlich viele Reihen der L�ange n f�ur die gemessene Verteilung:hf(F̂ )i = h �A2i = h 1nXt At!2i = n� 1n hAi2 + 1nhA2i; (3.27)sofern die Messungen At zeitlich unkorreliert sind. Das liefert jedoch erst im Limesn ! 1 das gew�unschte Ergebnis. Die Abweichung zwischen Sch�atzer und wahremWert nennt man den Bias der Sch�atzfunktion:Bias � hf(F̂ )i � f(F ): (3.28)Im angegebenen Beispiel ist der Bias o�enbar O(1=n). Wir wollen uns im folgendenauf Funktionen des Erwartungswertes von A, wie die Beispielfunktion eine war,beschr�anken, d.h. f(F ) = f(hAi); (3.29)da diese im Zusammenhang mit MC{Simulationen mit Abstand die wichtigste Rollespielen. Wie kann man den Bias solcher Sch�atzfunktionen systematisch reduzieren?
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1/(n-1)Abb. 3.3: Der Erwartungswert En als Funktion von 1=n. In erster Ordnung verh�alt sich derBias linear in 1=n.F�ur nicht allzu pathologische Funktionen f in (3.29) l�a�t sich die aus einer Me�reiheder L�ange n gewonnene Sch�atzung wie folgt entwickeln:En � hf( �A)i = f(hAi) + a1n + a2n2 + � � � ; (3.30)wobei die ai nicht von n abh�angen [77]; der Bias ist also in erster N�aherung propor-tional (1=n). Dabei geht als Voraussetzung ein, da� die Elemente At der Zeitreiheunkorreliert sind, d.h. i;j = 0; i 6= j; da dies wie gesehen bei den meisten Messungennicht der Fall ist, wird man die Zeitreihe im allgemeinen zun�achst mit der beschrie-benen Binning{Methode in eine unkorrelierte Ersatzreihe transformieren m�ussen.Aus Abb. 3.3 liest man in dieser N�aherung dann ab:En � E1En�1 � En = 1=n1=(n� 1)� 1=n: (3.31)Daher lassen sich der wahre Wert E1 � f(hAi) und der Bias En � E1 aus denSch�atzungen bestimmen zu: E1 = nEn � (n� 1)En�1;En � E1 = (n� 1)(En�1 � En): (3.32)



3.2. MODERNE VERFAHREN DER DATENANALYSE 47Ein Sch�atzer f�ur En ist nat�urlichweise gegeben durch f̂ = f( �A). Man hat dann alsodie Aufgabe, aus der gegebenen Reihe der L�ange n eine m�oglichst gute, unabh�angigeSch�atzung f�ur En�1 zu gewinnen; da man keine neuen Daten aufnehmen (samplen)will, fa�t man die gegebene Reihe ersatzweise als Grundgesamtheit auf und nimmthieraus Reihen der L�ange n � 1 auf (Resampling). O�enbar lassen sich aus denvorliegenden Daten n Reihen der L�ange n � 1 bilden, n�amlich indem man jeweilseinen der nMe�werte herausnimmt | gleichsam mit dem Taschenmesser (jackknife)herausschneidet. Man nimmt daher das arithmetische Mittel �uber diese aus dengegebenen Daten extrahierbaren n Sch�atzungen f�ur En�1, d.h. man betrachet dieErsatzverteilungen F̂(s)(A) = 1=(n� 1)Pt6=s �(A� At) und bildet:f̂(s) = f(F̂(s)) = f 0@ 1n� 1Xt6=sAt1A ;f̂(�) = 1n nXs=1 f(s): (3.33)Mit (3.32) ergibt sich daher als sog. Quenouillesche Sch�atzung des Bias [31]:\BIAS = (n� 1)(f̂(�) � f̂) (3.34)und daraus ein in erster Ordnung um den Bias bereinigter Sch�atzer zu:~f � f̂ �\BIAS = nf̂ � (n� 1)f̂(�): (3.35)Enwickelt man nun auch f̂(�) nach Potenzen von n:hf̂(�)i = En�1 = f(hAi) + a1n� 1 + a2(n� 1)2 + � � � ; (3.36)so zeigt sich, da� gem�a�h ~fi = nEn � (n� 1)En�1= f(hAi)� a2n(n� 1) + a3  1n2 + 1(n� 1)2!+ � � � (3.37)der Bias von ~f von der Ordnung O(1=n2) ist gegen�uber O(1=n) f�ur f̂ .Diese Vorgehensweise bildet nur eine von einer ganzen Reihe solcher Resampling{Methoden, ist jedoch rechentechnisch noch am ehesten zu bew�altigen; das Boot-strapping etwa liefert im allgemeinen genauere Ergebnisse, erfordert aber auch dierechnerische Behandlung aller aus der urspr�unglichen Reihe zu gewinnenden Teil-mengen beliebiger L�ange (der Potenzmenge) [31]. Eine solche Bias{Bereinigung von



48 KAPITEL 3. METHODEN UND HILFSMITTELSch�atzfunktionen wird immer dann notwendig sein, wenn man nichtlineare Funktio-nen der Observablen betrachtet. Man k�onnte vermuten, da� diese E�ekte in Monte{Carlo{Simulationen mit den aus den heutigen Rechenleistungen resultierenden lan-gen Zeitreihen zu vernachl�assigen sind, da sie doch mit 1=n abfallen. Die Anzahlvon Einzelmessungen, die zum Erreichen unabh�angiger Werte zusammengefa�t wer-den, ist jedoch oft sehr gro�, d.h. die Anzahl der verwendeten Bins | auch ausSpeicherplatzgr�unden | relativ klein (oft kleiner 102), so da� h�au�g ein relevanterTeil der in der Simulation erreichten Genauigkeit durch die Verwendung von nichtbiasbereinigten Sch�atzern wieder verlorengeht. Da der Bias wie gesehen in f�uhren-der Ordnung proportional zu 1=n mit wachsender Zahl von Messungen bzw. Binsabf�allt, die Fehler der Messungen, d.h. die Standardabweichungen, jedoch typischer-weise proportional 1=pn, wird der Bias zwar asymptotisch f�ur n ! 1 gegen�uberden statistischen Fehlern immer zu vernachl�assigen sein; f�ur endliche Laufzeiten nkann er jedoch je nach den zugeh�origen Amplituden der beiden Terme gegen�uberdem Fehler durchaus eine Rolle spielen. Eine Ber�ucksichtigung der h�oheren Ordnun-gen in (3.30) andererseits ist zwar m�oglich [65], aber rechentechnisch sehr aufwendigund bei Simulationen in der statistischen Mechanik, wo relativ lange Zeitreihen auf-treten, im allgemeinen nicht notwendig. Da es sich bei der Bias{Sch�atzung \BIASund deren Analoga h�oherer Ordnung im wesentlichen um Extrapolationsmethodenhandelt, wird sich au�erdem der statistische Fehler mit jeder Ordnung der Korrekturvergr�o�ern, so da� man schon sehr lange (unkorrelierte) Zeitreihen ben�otigt, um eineBias{Korrektur h�oherer Ordnung sinnvoll erscheinen zu lassen. Was die praktischeGrenze solcher Korrekturverfahren angeht, so zeigt sich, da� ihre Anwendung denF�allen vorbehalten bleiben sollte, wo\BIAS deutlich gr�o�er ist als die Varianz derbetrachteten Gr�o�e f( �A) [31].Die Jackknife{Methode zur Bestimmung des Bias liefert ein Werkzeug zur Verbes-serung der Sch�atzung von nichtlinearen Funktionen von Observablen. Eine weiterenichttriviale Aufgabe ist die Bestimmung des statistischen Fehlers solcher Sch�atzun-gen. Zwar l�a�t sich die Varianz des einfachen Mittelwertes erwartungstreu mit der�ublichen Formel �̂2( �A) = 1n(n� 1) nXt=1(At � �A)2 (3.38)sch�atzen, aber dieser Ansatz kann nicht auf (nichtlineare) Funktionen f( �A) verallge-meinert werden. Auch f�ur dieses Problem bietet der Jackknife{Ansatz eine L�osungan; sie macht sich die Tatsache zunutze, da� mit den Jackknife{Variablen f̂(s) n ver-schiedene Sch�atzungen f�ur f(hAi) vorliegen, so als h�atte man n Zeitreihen der L�ange



3.2. MODERNE VERFAHREN DER DATENANALYSE 49n� 1 aufgenommen. Es liegt daher nahe, die mittlere quadratische Abweichung derf̂(s) von ihrem Mittelwert f̂(�) als Ma� f�ur die Varianz der Sch�atzung zu verwenden.Der Jackknife{Sch�atzer f�ur die Varianz von f( �A) ist gegeben durch:\VAR = n� 1n nXs=1 hf̂(s) � f̂(�)i2: (3.39)Er setzt sich aus zwei Teilen zusammen: die Summe entspricht dem eigentlichenJackknife{Sch�atzer f�ur die Varianz Varn�1 von fn�1( �A), d.h. f�ur Zeitreihen der L�angen � 1; den Vorfaktor (n � 1)=n kann man als eine Umnormierung des Ergebnissesvon Reihen der L�ange n � 1 auf die vorliegende Reihe der L�ange n verstehen. DieVarianzen vieler Verteilungen zeigen folgende Abh�angigkeit von der Sample{L�angen (vgl. z.B. (3.4)): Varn = n� 1n Varn�1 +O( 1n3 ); (3.40)so da� der Vorfaktor n�1n in (3.39) bis auf Terme der Ordnung O(1=n3) die Sch�atzungkorrekt auf die Reihen der L�ange n umnormiert. Es wird zun�achst verwundern, da�dem Sch�atzer f�ur Varn�1, d.h. der Summe in (3.39), gegen�uber dem Ansatz (3.38)im linearen Falle der Vorfaktor 1n(n�1) fehlt. Nun sind aber die Sch�atzungen f̂(s) f�urf(hAi) keineswegs unabh�angig, so da� sich der naive Ansatz (3.38) anwenden lie�e;vielmehr sind sie hochgradig korreliert, da sie jeweils bis auf einen Wert aus den-selben Messungen der At zusammengesetzt sind. Gerade weil es sich um dieselbenWerte handelt, sind jedoch die Korrelationen trivial und das Fehlen des Vorfaktorskorrigiert die Sch�atzung gerade um diese formellen Korrelationen. Anschaulich istdies zu sehen, wenn man den trivialen Fall f( �A) = �A des Mittelwertes selbst be-trachtet;\VAR liefert dann gerade den Ausdruck (3.38) zur�uck. Eine mathematischstringente Begr�undung der Jackknife{Sch�atzung f�ur die Varianz kann nur im Rah-men des allgemeinen Resampling{Konzepts erfolgen; der Leser sei hierzu auf dieArbeit von Efron [31] verwiesen. Was die Verl�a�lichkeit von\VAR angeht, so kannman zeigen, da� zumindest h nn� 1\VARi � Varn�1 (3.41)gilt, d.h. abgesehen von der Umnormierung auf die Sample{L�ange n ist dieJackknife{Sch�atzung der Varianz vorsichtig in dem Sinne, da� sie die Varianz eher�ubersch�atzt.Ein spezielles Problem tritt auf, wenn man beide Jackknife{Verfahren, die Bias{und die Varianz{Sch�atzung, parallel verwenden will. Aus den obigen Er�orterungen



50 KAPITEL 3. METHODEN UND HILFSMITTEList klar, da� \BIAS selbst eine Zufallsvariable ist und dementsprechend auch diekorrigierte Sch�atzung ~f f�ur f(hAi).\VAR liefert zun�achst jedoch nur ein Ma� f�ur dieSchwankung von f̂ , nicht aber von ~f . Eine solche Angabe l�a�t sich gewinnen, indemman die Jackknife{Prozedur iteriert und ausgehend von der Verteilung F̂(s)(A) =1=(n � 1)Pt6=s �(A � At) in einem erneuten Resampling einzelne Werte der Reihewegl�a�t, d.h. die Verteilung F̂(r)(s)(A) = 1=(n� 2)Pt6=r;s �(A � At) verwendet. Mitden zus�atzlichen De�nitionenf̂(r)(s) = f 0@ 1n� 2 Xt6=r;sAt1A ;f̂(�)(s) = 1n� 1Xr 6=s f̂(r)(s);f̂(r)(�) = 1n� 1Xs 6=r f̂(r)(s); (3.42)
erh�alt man ein Jackknife{Sample von biasbereinigten Sch�atzern:~f(s) = (n� 1)f̂(s) � (n� 2)f̂(s)(�);~f(�) = 1nXs ~f(s): (3.43)Darauf l�a�t sich nun die urspr�ungliche Jackknife{Varianzsch�atzung\VAR (3.39) an-wenden: \VAR( ~f) = n� 1n Xs h ~f(s) � ~f(�)i2 (3.44)Mit einem solchen Jackknife{Verfahren zweiter Ordnung l�a�t sich somit eine in derersten Ordnung um den Bias korrigierte Sch�atzfunktion f�ur f(hAi) und eine Angabe�uber die Genauigkeit dieser Sch�atzung ermitteln [7].Das Jackknife{Verfahren | und allgemeiner die Methoden des Resampling| liefernSch�atzungen f�ur die statistischen Fehler von gemessenen Gr�o�en und f�ur den Biasder verwendeten Sch�atzfunktionen. Die Jackknife{Varianzsch�atzung sollte bei derBetrachtung nichtlinearer Gr�o�en von Observablen immer zur Anwendung kommen;ob eine Bias{Reduktion der Sch�atzer mit Hilfe des Jackknife{Verfahrens sinnvoll ist,mu� im Einzelfall entschieden werden und h�angt nicht zuletzt, angesichts der o.g.asymptotischen Dominanz der Fluktuationen gegen�uber dem Bias, von der L�angeder zur Verf�ugung stehenden Zeitreihen ab.



Kapitel 4
Abgleich der Methoden: das 2DIsing{Modell
Mit dem Wol�{Cluster{Algorithmus und der Binning{ und Jackknife{Analyse ste-hen die grundlegenden Methoden zur Untersuchung des FSS der Korrelationsl�angender O(n){Spin{Modelle bereit. Die Anpassung dieser Methoden an die Erfordernissedes untersuchten Problems steht aber noch aus; dabei geht es einerseits um Para-meter der Simulation und Methoden der Messung, etwa die Frage, wie sich die Kor-relationsl�angen, die ja keine direkten Observablen darstellen, am besten bestimmenlassen oder das Problem der optimalen Dimensionierung der simulierten Systeme.Auf der anderen Seite soll unter Zuhilfenahme der Datenanalyse{Techniken der ma-ximale Informationsgehalt der Me�reihen extrahiert werden; hier mu� etwa die Fragebeantwortet werden, wie sich aus den einzelnen Messungen der Korrelationsl�angenein optimaler Mittelwert gewinnen l�a�t.Der Verlauf dieses Abgleichsprozesses ist weitgehend unabh�angig vom dabeibetrachteten Modell (innerhalb der Klasse der O(n){Spin{Modelle); im Grundsatzmu� er daher nur einmal erfolgen. Da die Aussagen der konformen Feldtheorie f�urzweidimensionale Systeme (im Kontinuumslimes) exakt sind und dort das Ising{Modell als einziges Spin{Modell einen regul�aren Phasen�ubergang zweiter Ordnungaufweist, ist das zweidimensionale Ising{Modell die kanonische Wahl f�ur einen sol-chen Abgleich. Hinzu kommt, da� dieses Modell auf anderem Wege, n�amlich miteiner Transfermatrix{Rechnung auch im diskreten Bereich von Onsager exakt gel�ostwurde [70, 71], so da� ein de�nitiver Vergleich der Ergebnisse mit den "wahren\Werten m�oglich ist. Da es sich bei dem Verfahren um einen r�uckgekoppelten Proze�51



52 KAPITEL 4. ABGLEICH DER METHODEN: DAS 2D ISING{MODELLhandelt, erscheint eine einfache lineare Darstellung nicht sinnvoll; wir werden daherdie Methoden in einem Verfahren stetiger Verfeinerung zwischen Datenproduktionund {analyse pendelnd entwickeln.4.1 Bestimmung der Korrelationsl�angen4.1.1 Allgemeines, Bestimmung der KorrelationsfunktionenDas zu untersuchende System besteht aus einem ferromagnetischen, feldfreien Ising{Modell auf der Geometrie S1 � IR; da ein solches semi�nites Modell nicht simuliertwerden kann, mu� die IR{Richtung durch eine endliche Strecke ersetzt werden. Wirverwenden daher ein kubisches Gitter mit den Abmessungen (Lx; Ly), wo Ly � Lxgesetzt wird. Wie eine vern�unftige Relation Ly=Lx in der Praxis zu w�ahlen ist,wird in Kap. 4.2 diskutiert. Um den E�ekt der Endlichkeit des Gitters zu minimie-ren, werden in der y{Richtung dar�uber hinaus immer periodische Randbedingungengew�ahlt, d.h. f�ur den Ising{Spin s(x; y) an der Position (x; y) des Gitters gilt:s(x; y + Ly) = s(x; y) 8x = (x; y): (4.1)Die direkt zu messenden Gr�o�en sind die Zweipunkt{KorrelationsfunktionenGc�(x1;x2) und Gc�(x1;x2) gem�a� (2.5); ein einfacher Sch�atzer f�ur Gc� aus einer Me�-reihe der L�ange N ist gegeben durchĜc�(x1;x2) = 1N NXt=1 st(x1)st(x2)�  1NV NXt=1Xx st(x)!2; (4.2)wobei im zweiten Term schon die Identit�at der Erwartungswerte der Verteilungender s(x) verwendet wurde, um die Statistik zu verbessern. Der Sch�atzer ist aller-dings nicht erwartungstreu, da, wie das Beispiel in Kap. 3.2.2 gezeigt hat, die zweiteSumme als Sch�atzer des residualen Anteils hsi2 einen Bias aufweist; da die Anzahlder hier eingehenden Messungen (n in Gl. (3.27)) sehr gro� ist, kann man diesenE�ekt zun�achst vernachl�assigen. Weil die longitudinalen Korrelationsl�angen �k be-stimmt werden sollen, sind nur solche Paare x1 und x2 relevant, f�ur die x2 � x1parallel zur y{Achse liegt. Insofern die periodischen Randbedingungen entlang dery{Achse Translationsinvarianz in dieser Richtung garantieren, kann man zudem �uberalle solchen Paare x1 und x2 mit dem gleichen Abstand jx2 � x1j mitteln, was un-ter Ber�ucksichtigung der periodischen Randbedingungen jeweils LxLy = V Werte



4.1. BESTIMMUNG DER KORRELATIONSL�ANGEN 53ergibt. Es stellt daherĜc;k� (jx2 � x1j) = 1NV NXt=1 Xjx2�x1j(x2�x1)kêy st(x1)st(x2)�  1NV NXt=1Xx st(x)!2 (4.3)einen varianzreduzierten Sch�atzer f�ur die gesuchte Gr�o�e dar.Neben diesem im folgenden als "Punktmethode\ bezeichneten Vorgehen bietet sicheine weitere M�oglichkeit der Sch�atzung der Korrelationsfunktionen an, die sich in derReihenfolge der Mittelung unterscheidet: man projiziert dazu alle Spins auf die lon-gitudinale Achse IR und betrachtet die Korrelationen zwischen diesen Ersatzgr�o�en,d.h. man bildet innerhalb der Schichten f(x; y) j y = constg MittelwerteSt(y) = 1Lx Xx st(x; y) (4.4)und erzeugt daraus den Sch�atzer~Gc;k� (jy2 � y1j) = 1N NXt=1 1Ly Xjy2�y1jSt(y1)St(y2)�  1NLy NXt=1Xy St(y)!2: (4.5)Diese "Schichtenmethode\ ist zun�achst nicht �aquivalent zur Punktmethode, denn dieKorrelationen innerhalb der Schichten, in der transversalen Richtung, gehen hierbeizus�atzlich ein. Die Kontinuumsform (2.70) der Korrelationsfunktion zeigt jedoch,da� diese E�ekte mit wachsendem Abstand jy2 � y1j verschwinden | und nur indiesem Limes ist ja auch die FSS{Relation (2.72) g�ultig. Eine solche Projektion bie-tet gegen�uber der Punktmethode einige Vorteile; zun�achst ist der Rechenaufwandhier deutlich geringer, da bei einem gegebenen Abstand pro Messung lediglich LyMultiplikationen notwendig sind, w�ahrend (4.3) LxLy Multiplikationen erfordert,wobei die Bildung der Mittelwerte St(y) keinen zus�atzlichen Rechenaufwand be-deuten, da sie zur Sch�atzung des residualen Terms in jedem Fall bestimmt werdenm�ussen. Vor allem stellt die Projektionsmethode eine einfache M�oglichkeit dar, dieStatistik der Messung zu verbessern: da die Korrelationen von Mittelwerten betrach-tet werden, die weniger schwanken als die in sie eingehenden Einzelwerte, wird auchder statistische Fehler der Korrelationsfunktion bei gleicher L�ange der Zeitreihe beider Schichtenmethode geringer sein als bei der Punktmethode [85, 55]. In Abb. 4.1sind die sich aus dem Abfall von Ĝc;k� bzw. ~Gc;k� zwischen benachbarten Abst�andenjy2 � y1j entlang der Zylinderachse ergebenden Sch�atzungen der Korrelationsl�ange�� f�ur ein Beispielsystem mit den Abmessungen 10 � 120 aufgetragen. Aufgrund
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Abb. 4.1: Vergleich der aus der Punktmethode Ĝc;k� und der Schichtenmethode ~Gc;k� ge-wonnenen Sch�atzungen f�ur die Spin{Korrelationsl�ange f�ur ein Beispielsystem mit den Ab-messungen 10 � 192 und periodischen Randbedingungen in x{Richtung. Die Methode zurBestimmung der �i und der Fehler ist in Kap. 4.1.2 bzw. Kap. 4.4.1 beschrieben. Oben: Bei-de Methoden erzeugen im Bereich gro�er Abst�ande im Mittel identische Ergebnisse.Unten:Die Schichtenmethode liefert einen gegen�uber der Punktmethode deutlich varianzreduziertenSch�atzer.



4.1. BESTIMMUNG DER KORRELATIONSL�ANGEN 55der periodischen Randbedingungen in y{Richtung lassen sich mit beiden Methodennat�urlich die Korrelationsfunktionen nur f�ur Abst�ande jy2� y1j � Ly=2 bestimmen;die Sch�atzungen f�ur alle gr�o�eren Abst�ande Ly=2 < jy2 � y1j < Ly sind identischmit denen f�ur die Abst�ande Ly � jy2 � y1j. Man erkennt sowohl die Konvergenzder beiden Methoden f�ur gro�e Abst�ande, d.h. f�ur den G�ultigkeitsbereich der FSS{Hypothese, als auch die deutlich geringeren statistischen Fehler der Ergebnisse derSchichtenmethode gegen�uber denen aus der Punktmethode. Dieser E�ekt wird ausfolgender �Uberlegung verst�andlich: in einem Bereich, wo die transversalen Korrela-tionen zu vernachl�assigen sind, reduziert die Schichtenbildung die Varianz der s(x)um den Faktor 1=Ly und daher die des Produktes s(x1)s(x2) um einen Faktor 1=L2y;zusammen mit der Mittelung entlang der longitudinalen Richtung IR ergibt sich einFaktor von 1=(V Ly) | gegen�uber der Varianzreduktion des Punktsch�atzers (4.3)von der Gr�o�enordnung 1=V ergibt sich damit eine um 1=Ly verkleinerte Varianz.Im folgenden werden wir daher ausschlie�lich die Schichtenmethode verwenden.Was die Messung von Gc;k� angeht, ist zun�achst unklar, wie die Energiedichte de�-niert werden soll, d.h. zu welchem (evtl. richtungsabh�angigen) Anteil die Energiender Bindungen eines Spins der Dichte an dem gegebenen Punkt zugerechnet wer-den sollen. Im Falle der Schichtenmethode ist zumindest klar, da� die Energien derBindungen innerhalb der Schichten den Schichtvariablen Et(y) zugerechnet werden;was die Bindungen in y{Richtungen angeht, so bieten sich die M�oglichkeiten, jeweilsbeide Bindungen ("vorw�arts\ und "r�uckw�arts\) ganz oder zur H�alfte dem betre�en-den Spin der Schicht zuzurechnen, oder aber lediglich Bindungen in einer Richtung("vorw�arts\) zu ber�ucksichtigen. Ob man die Energien im symmetrischen Fall ganzoder zur H�alfte eingehen l�a�t, ist jedoch o�enbar f�ur die Korrelationsl�angen oh-ne Belang, da sich lediglich der jeweilige absolute Wert der Korrelationsfunktionverdoppelt. Der symmetrische und der asymmetrische Ansatz sind zwar algebra-isch verschieden, aber die Unterschiede verschwinden im Mittel, wie in Abb. 4.2 zuerkennen ist. Daher de�nieren wir die Schichtvariablen der Energiedichte alsEt(y) = 1Lx Xx st(x; y) [st(x+ 1; y) + st(x; y + 1)] (4.6)und wenden den Sch�atzer ~Gc;k gem�a� (4.5) analog auf die Energiedichte an, d.h.:~Gc;k� (jy2 � y1j) = 1N NXt=1 1Ly Xjy2�y1j Et(y1)Et(y2)�  1NLy NXt=1Xy Et(y)!2: (4.7)Neben der Punkt{ und der Schichtmethode bietet sich als dritte M�oglichkeit der
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Abb. 4.2: Vergleich der symmetrischen ("vorw�arts\ und "r�uckw�arts\) und der asymme-trischen ("vorw�arts\) De�nition der Energiedichte f�ur ein System mit den Abmessungen10�192 und periodischen Randbedingungen. Als fehlergewichtete Mittelwerte der Plateau{Bereiche ergibt sich 1:5921(96) f�ur die asymmetrische und 1:5903(83) f�ur die symmetrischeMethode.Bestimmung der Korrelationsfunktionen die Verwendung von sog. Improved Clu-ster Estimators an, die in nat�urlicher Weise aus der Verwendung von Cluster{Algorithmen resultieren. Man kann zeigen [87], da� sich die Spin{Spin{Korrelationim Falle des Wol�{Cluster{Algorithmus alternativ durch Ausz�ahlen der in einemCluster enthaltenen Spins gewinnen l�a�t. Es ist dann f�ur ein allgemeines O(n){Spin{Modell:̂Gimp� (x1;x2) = nNhjCji NXt=1 rt � st(x1)rt � st(x2)�Ct(x1)�Ct(x2); (4.8)wobei rt der zuf�allig gew�ahlten Richtung gem�a� (3.11) entspricht, die Normierungs-konstante hjCji durch die durchschnittliche Cluster{Gr�o�e gegeben ist und �Ct diecharakteristische Funktion auf dem aktuellen Cluster Ct darstellt, d.h.�Ct(x) = 8<: 1 f�ur s(x) 2 Ct0 f�ur s(x) =2 Ct (4.9)Der Vorteil dieser Sch�atzfunktion liegt in einer gegen�uber dem �ublichen Verfahren



4.1. BESTIMMUNG DER KORRELATIONSL�ANGEN 57reduzierten Varianz (vgl. z.B. [55]), die anschaulich aus der Tatsache resultiert, da�zur Sch�atzung jeweils nur positive Beitr�age addiert werden. Einen deutlichen Vorteilbringt diese Methode jedoch nur dann, wenn die durchschnittliche Cluster{Gr�o�ehjCji im Vergleich zum Volumen V des Systems nicht zu gro� wird, d.h. au�erhalbdes FSS{Gebietes. Zwar sind, wie wir sehen werden, f�ur die Wahl antiperiodischerRandbedingungen in der transversalen Richtung die Cluster deutlich kleiner als f�urperiodische Randbedingungen, so da� trotz der Simulation am kritischen Punkt dieVerwendung der Cluster{Sch�atzer m�oglicherweise noch einen (wenn auch verklei-nerten) Vorteil darstellen k�onnte; will man jedoch auch die ben�otigte Korrelations-funktion der Energiedichte mit einer �ahnlichen Methode bestimmen, so werden dieentsprechenden Ausdr�ucke so kompliziert, da� nach unserer Einsch�atzung der Vor-teil der Varianzreduktion durch den h�oheren Aufwand an Rechenzeit im allgemeinenwieder verlorengehen wird. Cluster{Sch�atzer werden daher in dieser Arbeit nicht zurAnwendung kommen.4.1.2 Bestimmung der Korrelationsl�angenF�ur gro�e longitudinale Abst�ande erwartet man gem�a� (2.6) bzw. (2.71) f�ur dieKorrelationsfunktionen Gc;k� und Gc;k� bei Simulationen am kritischen Punkt ein ex-ponentiell abfallendes Verhalten der FormGc;k� (jy2 � y1j) = G0� exp (�jy2 � y1j=��)Gc;k� (jy2 � y1j) = G0� exp (�jy2 � y1j=��) ; jy2 � y1j � 1: (4.10)Es gilt nun, aus den Sch�atzern ~G der Korrelationsfunktionen Sch�atzungen f�ur dieKorrelationsl�angen �� und �� zu gewinnen. Logarithmiert man die Sch�atzfunktionen~G, so lassen sich die Korrelationsl�angen als (inverse) Steigungen der resultierendenGeraden mit Hilfe eines linearen Fits (Ausgleichsgerade) bestimmen. Dabei mu�man jedoch entscheiden, welcher Bereich von Abst�anden jy2 � y1j in die Regressioneinbezogen werden soll; denn einerseits ist die exponentiell abfallende Form (4.10)nur f�ur hinreichend gro�e Abst�ande g�ultig, wie schon aus den Abbn. 4.1 und 4.2hervorgeht, so da� die Werte von ~G f�ur kleine Abst�ande f�ur den Fit nicht in Fragekommen. F�ur sehr gro�e Abst�ande andererseits wird G so klein werden, da� dieSch�atzung ~G, deren relative Schwankung hier zus�atzlich immer weiter anw�achst,um den Wert Null uktuieren und dementsprechend eine Logarithmierung nichtmehr m�oglich sein wird. Dar�uber hinaus wird sich in diesem Bereich die Endlichkeit
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Abb. 4.3: Logarithmisch aufgetragener Verlauf der Sch�atzung ~Gc;k� der Spinkorrelationsfunk-tion f�ur ein System mit den Abmessungen Lx = 15, Ly = 128 und periodischen Randbedin-gungen. Die Daten stammen aus einer Simulation mit 106 Messungen. Aufgetragen ist einedurch die Varianz ~Gc;k� (0) der Magnetisierung der Schichten normierte Korrelationsfunktion.des Systems in der IR{Richtung bemerkbar und die Messungen zur Bestimmung derKorrelationsl�angen im Limes Ly !1 unbrauchbar machen.In Abb. 4.3 ist der Abfall der Sch�atzung ~Gc;k� f�ur die Spinkorrelationsfunktion einesSystems mit periodischen Randbedingungen logarithmisch aufgetragen. Den linea-ren Bereich von ~G in einem solchen Graphen mit blo�em Auge abzusch�atzen, ist einerecht schwierige Aufgabe und daher eine etwas unsichere Methode, die jedoch durch-aus verwendet wird (vgl. z.B. [85]). Man kann sich etwa behelfen, indem man aus dengemessenen Werten f�ur ln ~G durch Interpolation eine di�erenzierbare Funktion er-zeugt, die in etwa den bei dichter gesetzten Punkten auf dem Gitter zu erwartendenVerlauf der Korrelationsfunktion widerspiegelt. Die Ableitung dieser Funktion nachdem Abstand jy2 � y1j sollte im Bereich des linearen Abfalls konstant sein, n�amlichgerade gleich �1=�, so da� sich anhand der Ausdehnung dieses Plateaus das Gebietdes linearen Abfalls von ~G absch�atzen l�a�t. Abb. 4.4 zeigt das Ergebnis f�ur � auseiner solchen Prozedur f�ur das Beispielsystem aus Abb. 4.3: man erkennt deutlichdie Ausbildung eines Plateaus im Bereich mittlerer Abst�ande; allerdings ist hier die
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Abb. 4.4: Sch�atzung f�ur die Korrelationsl�ange �� wie sie aus einer kubischen Interpolati-onsfunktion �G f�ur den Logarithmus der gemessenen Korrelationsfunktion ~Gc;k� des Systemsaus Abb. 4.3 gem�a� � = � hd ln �G(jy2�y1j)djy2�y1j i�1 folgt.Steigung von ln ~G selbst unter Absehung von den statistischen Schwankungen nichtkonstant, sondern steigt (in diesem Beispiel) leicht an. Der Grund hierf�ur liegt ver-mutlich in der Bildung der zusammenh�angenden Korrelationsfunktionen durch Sub-traktion eines residualen Terms (der Magnetisierung bzw. Energiedichte pro Spin):wir haben schon erw�ahnt, da� die verwendete Sch�atzung f�ur diesen Term einen Biasaufweist; dar�uber hinaus aber wird der Sch�atzwert f�ur diesen Term als statistischeGr�o�e immer etwas abseits vom "wahren\ Wert (dem Limes unendlich langer Lauf-zeiten) liegen. Daher mu� man f�ur den Abfall (4.10) von ~G noch einen konstantenTerm vorsehen, so da� nun die funktionale Form exp(�jy2� y1j=�)+ const vorliegt;die einfache Logarithmierung einer solchen Abh�angigkeit f�uhrt jedoch gerade zueiner schwachen, aber systematischen Abweichung vom linearen Verhalten wie sie inAbb. 4.4 zu erkennen ist. Man m�u�te daher die zun�achst angesetzte zweiparametri-ge, lineare Regression durch einen nun dreiparametrigen und zugleich nichtlinearenFit ersetzen, was nat�urlich eine unverh�altnism�a�ige Vergr�o�erung in der Unsicher-heit der gesch�atzten Parameter bedeutete. Den Verlust an Genauigkeit gleicht zwardie zus�atzliche Information �uber einen weiteren Parameter aus, da uns jedoch von



60 KAPITEL 4. ABGLEICH DER METHODEN: DAS 2D ISING{MODELLden drei Parametern nur einer, n�amlich die Konstante im Argument der Exponen-tialfunktion, interessiert, l�a�t sich aus dieser zus�atzlichen Information kein Kapitalschlagen und der dreiparametrige Ansatz bringt insofern nur Nachteile.Wir suchen daher einen Ansatz, der aus den gegebenen Daten lediglich den Para-meter extrahiert, der f�ur unsere Untersuchung von Belang ist, diesen aber dann mitentsprechend gr�o�erer Genauigkeit. Im Falle des rein exponentiellen Verlaufs gem�a�(4.10) lassen sich die Vorfaktoren G0� bzw. G0� durch Betrachtung von Verh�altnissenvon benachbarten Me�werten eliminieren; f�ur Abst�ande i � jy2 � y1j und i + 1 hatman f�ur die Korrelationsfunktion selbst:Gc;k(i)Gc;k(i+ 1) = exp(�i=�)exp(�(i + 1)=�) = exp(1=�); (4.11)wobei i nat�urlich innerhalb des Geltungsbereichs des exponentiellen Abfalls von Gc;kzu w�ahlen ist. Aus einer endlichen Zeitreihe kann man daher folgende Sch�atzwerte�̂i f�ur die zugeh�orige Korrelationsl�ange angeben:�̂i = "ln ~Gc;k(i)~Gc;k(i+ 1)#�1: (4.12)Durch geeignete Mittelung �uber alle Abst�ande i innerhalb des Plateau{Bereichserh�alt man damit eine Sch�atzung f�ur �, ohne da� man den nicht ben�otigten Parame-ter G0 mitbestimmen mu�. Dieser Ansatz l�a�t sich auf den Fall des dreiparametrigenProblems erweitern; lie� sich die multiplikative Konstante durch Verh�altnisbildungeliminieren, so leistet die Bildung von Di�erenzen dasselbe f�ur eine additive Konstan-te. Um beide Konstanten gleichzeitig herauszu�ltern, ben�otigt man jetzt allerdingsdrei benachbarte Werte von ~Gc;k. Gem�a�Gc;k(i)�Gc;k(i� 1)Gc;k(i+ 1)�Gc;k(i) = exp �� i��� exp �� i�1� �exp �� i+1� �� exp �� i�� = exp �� i�� h1� exp �1��iexp �� i+1� � h1� exp �1��i= exp 1�! (4.13)ergibt sich als Sch�atzung f�ur �:�̂i = "ln ~Gc;k(i)� ~Gc;k(i� 1)~Gc;k(i + 1)� ~Gc;k(i)#�1: (4.14)Abb. 4.5 zeigt die Abh�angigkeit der Sch�atzwerte �̂�;i f�ur die Spin{Korrelationsl�angevon der Distanz i = jy2�y1j; die Abweichung von der Konstanz des Plateau{Wertes
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Abb. 4.5: Sch�atzungen �̂�;i f�ur die Spin{Korrelationsl�ange des Systems aus den Abbn. 4.3und 4.4 mit Hilfe der Di�erenzenmethode. Die Fehlerbalken stammen aus einer Jackknife{Analyse.ist gegen�uber Abb. 4.4 beseitigt. Erhalten bleibt dagegen der Vorteil einer solchenDarstellung im Vergleich zur direkten Auftragung der Korrelationsfunktion wie inAbb. 4.3 bei der Bestimmung des linearen Bereichs, der f�ur die Berechnung derKorrelationsl�ange in Frage kommt. Diese kann hier relativ einfach als Absch�atzungmit blo�em Auge erfolgen | in Kap. 4.4.5 stellen wir jedoch eine Methode vor, mitder sich der Vorgang teilweise automatisieren und auf eine solide mathematisch{statistische Grundlage stellen l�a�t. Ganz analog kann man dieses Vorgehen auchauf die Korrelationsfunktion der Energiedichte und den Fall antiperiodischer Rand-bedingungen �ubertragen: allerdings wird der Bereich verwendbarer Punkt kleinerausfallen, da hier auch die Korrelationsl�angen wesentlich kleiner sind.Die Bestimmung der Korrelationsl�angen nach der "Di�erenzenmethode\ (4.14) hatweiterhin rechentechnische Vorteile: da man direkt das exponentielle Verhalten un-tersucht, sind sowohl die Vorfaktoren G0 der Exponentialfunktion als auch die re-sidualen Terme hsi2 bzw. h�i2 ohne Belang, so da� man sich ihre Bestimmung undden damit verbundenen Rechenaufwand ersparen kann. Angesichts dieser Vorteilewerden wir im folgenden die Korrelationsl�angen ausschlie�lich mit Hilfe der Di�e-



62 KAPITEL 4. ABGLEICH DER METHODEN: DAS 2D ISING{MODELLrenzenmethode bestimmen. Es mag zun�achst verwundern, da� diese Methode einensolch "glatten\ Verlauf f�ur die Sch�atzung von � liefert, da sie doch die Bildung vonDi�erenzen G(i)�G(i�1) etc. beinhaltet | ein Vorgang, der f�ur statistisch uktuie-rende Gr�o�en im allgemeinen schwer zu kontrollierende Schwankungen hervorrufenwird. Von entscheidender Bedeutung ist hier die Art der Korrelationen zwischenden betrachteten Werten der Korrelationsfunktion G: eine Spektralanalyse zeigt,da� der Hauptbeitrag der Korrelationen vom Zero Momentum Mode, von der Modemit unendlich gro�er Wellenl�ange, geliefert wird; m.a.W.: die KorrelationsfunktionG(i) verschiebt sich vornehmlich ohne Form�anderung als ganze und diese Korrelati-onsmode ist auch absolut sehr stark ausgepr�agt, so da� die Bildung von Di�erenzenzwischen einzelnen Werten von G nicht zu erratischen Schwankungen f�uhrt. Dieh�oheren Moden der Korrelationen sind demgegen�uber relativ schwach ausgepr�agt;so erh�alt man f�ur die Korrelationskoe�zienten benachbarter Werte der Sch�atzungen�̂(i) gem�a� (4.14) im allgemeinen lediglich Werte zwischen 5% und 20%.Die Di�erenzenmethode gem�a� (4.12) und (4.14) l�a�t sich noch verallgemeinern:wurden bisher direkt benachbarte Werte der Korrelationsfunktion betrachtet, sokann man die Gleichungen ebenso gut f�ur einen beliebigen Abstand � 6= 1 zwischenden betrachteten Werten von Gc;k(i) und Gc;k(i��) formulieren. Man erh�alt:~�i = �"ln ~Gc;k(i)� ~Gc;k(i��)~Gc;k(i+�)� ~Gc;k(i)#�1: (4.15)Die Wahl eines � > 1 kann sich unter Umst�anden auf den Verlauf der Sch�atzungen�̂(i) positiv auswirken: � beeinu�t den Signal{Rausch{Abstand des Ergebnisses;sind die Varianzen der einzelnen Werte G(i) der Korrelationsfunktionen n�aherungs-weise vom Abstand i unabh�angig, so steigt das Signal der Di�erenzen G(i)�G(i��)etc. gegen�uber den Fehlern mit wachsendem � an, der Verlauf der Sch�atzungen �̂(i)erscheint infolgedessen glatter. Dies ist vor allem f�ur die Korrelationsfunktion derEnergiedichte von Belang: hier sind die Korrelationsl�angen sehr klein, so da� dieDi�erenzenmethode f�ur wachsendes i schnell in einen Bereich gelangt, wo der Ab-fall von G(i) zwischen benachbarten Werten in derselben Gr�o�enordnung liegt wiedie statistischen Schwankungen, so da� der Logarithmus des Verh�altnisses in (4.14)u.U. nicht mehr gebildet werden kann. Wir werden w�ahrend des Abgleichsprozes-ses in diesem Kapitel zun�achst die meisten Betrachtungen f�ur � = 1 durchf�uhren,wobei eine Verallgemeinerung auf � > 1 jederzeit sehr leicht m�oglich ist. F�ur dieProduktionsl�aufe werden wir dann weiter unten in einigen F�allen ein � > 1 w�ahlen,um den Verlauf der Sch�atzungen �̂(i) zu gl�atten. Da die Schwankungen f�ur � = 1



4.2. PARAMETER DER SIMULATION 63am gr�o�ten sind, erscheint ein solches Vorgehen von der Vorsicht diktiert: lassen sichalle verwendeten Werkzeuge f�ur � = 1 zufriedenstellend handhaben, dann gilt dieserst recht f�ur den glatteren Verlauf der Sch�atzungen mit � > 1.4.2 Parameter der SimulationVor der Produktion sinnvoller Daten m�ussen einige Parameter der Simulation"vern�unftig\ gew�ahlt werden. Welche Kombinationen von Parametern jeweils ge-eignet sind, l�a�t sich durch Vorsimulationen heraus�nden, die die Abh�angigkeit dereigentlichen Me�gr�o�en | also der Korrelationsfunktionen bzw. {l�angen | von denjeweiligen Kennzahlen explizieren.Die Simulationen sollen am kritischen Punkt des jeweiligen Systems ausgef�uhrtwerden. Dieser ist der Punkt des Phasen�ubergangs im thermodynamischen LimesLi ! 1 8i (die kritische Temperatur des "Bulk\{Systems). Im Falle des zweidi-mensionalen Ising{Modells ist er exakt bekannt, so da� alle Simulationen bei der-selben (inversen) Temperatur�c = 12 ln �1 +p2� � 0:440686793509771 (4.16)erfolgen1.�Aquilibrierung: Da wir nicht die Dynamik des Systems, sondern das Ver-halten im thermodynamischen Gleichgewicht untersuchen wollen, m�ussen dieSysteme vor Beginn der Messungen �aquilibriert werden. Zeitreihen charakteristischerObservablen eines Systems im Gleichgewicht zeichnen sich durch Fluktuationen umihren Mittelwert aus, zeigen jedoch de�nitionsgem�a� keine Entwicklung, ihr Zustandist station�ar. Ausgehend von einer beliebigen Startkon�guration der Spins wird dieZeitreihe einer solchen Observable sich asymptotisch einem Plateau{Wert n�ahern.Die Anzahl der zur �Aquilibrierung notwendigen Update{Schritte kann dabei von Ob-servable zu Observable variieren; wir werden ein System hier als im Gleichgewichtbe�ndlich betrachten, wenn die Korrelationsfunktionen von Spin und Energie f�ur1F�ur die dreidimensionalen Systeme kennt man �c zwar nicht exakt, jedoch mit gro�er Genau-igkeit. Dort werden wir daher der Unsicherheit bzgl. dieses Parameters Rechnung tragen und zwarmit Hilfe der Reweighting{Technik, s.u. Kap. 6.2
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Abb. 4.6: Verlauf der Korrelationsfunktionen ~Gk�(i) und ~Gk� (i) von lokaler Magnetisierungund Energiedichte f�ur den Abstand i = 15 und die ersten 700 Wol�{Updates; es handeltsich wieder um ein System der Gr�o�e 15 � 128 mit periodischen Randbedingungen. Ander Tatsache, da� beide Funktionen nahe Null beginnen, zeigt sich, da� das System miteiner gem�a� einer Gleichverteilung zuf�allig gew�ahlten Kon�guration initialisiert wurde. Dadie Gr�o�e der Cluster des Wol�-Algorithmus variabel ist, hat man es gleichsam mit einernichtlinearen Zeitskala zu tun.beliebige Abst�ande station�ar sind: Abb. 4.6 zeigt dies beispielhaft. F�ur alle Produk-tionsl�aufe wurde die Anzahl der �Aquilibrierungsschritte gegen�uber der anschaulicherkennbaren �Aquilibrierungsdauer zur Sicherheit mindestens verdoppelt.Autokorrelationen und Me�dauer: Wegen der h�oheren E�zienz vor allemf�ur die eigentlich interessanten Systeme in drei Raumdimensionen wird f�ur alle Si-mulationen der Wol�{Cluster{Algorithmus verwendet. Da dieser de�nitionsgem�a�pro Update nur einen Teil des Gitters erfa�t, w�ahrend ein Update{Schritt desMetropolis{ oder des Swendsen{Wang{Algorithmus f�ur jeden Spin des Gitters eineneue Orientierung vorschl�agt, lassen sich Anzahl und H�au�gkeit von Messungen ausSimulationen mit den verschiedenen Algorithmen schlecht zueinander in Beziehungsetzen. Um eine gewisse Vergleichbarkeit zu gew�ahrleisten, kann man f�ur Angabenzur L�ange der L�aufe spezielle Einheiten verwenden, die einen vollst�andigen Update{



4.2. PARAMETER DER SIMULATION 65Versuch des Gitters (Sweep) durch die Anzahl von Cluster{Updates bestimmt, diebei durchschnittlicher Cluster{Gr�o�e das Gitter gerade einmal �uberstreicht, d.h.1 Sweep := VhjCji Wol�{Cluster{Updates: (4.17)Nat�urlich �uberschneiden sich aufeinander folgende Cluster beim Wol�{Algorithmus,so da� nach einem Sweep i.a. keineswegs f�ur jeden Spin eine neue Orientierungvorgeschlagen wurde, aber die Gr�o�enordnungen lassen sich so durchaus vergleichen.Die Anzahl der Sweeps kann man allerdings erst nach der Simulation angeben, wenndie durchschnittliche Cluster{Gr�o�e hjCji bekannt ist.F�ur die Messungen von gr�o�erer Bedeutung ist die Anzahl der Wol�{Updates, diezur Erzeugung einer neuen, unabh�angigen Kon�guration n�otig ist, also die integrierteAutokorrelationszeit �int der betrachteten Observablen. Welche Frequenz der Mes-sungen unter Abw�agung zwischen der daf�ur ben�otigten Rechenzeit und dem Gewinnan unabh�angiger Information optimal ist, h�angt von der genauen Form der Autokor-relationen und des Simulationsprogramms ab; wir halten uns hier an die Faustregel,nach jeder Messung ungef�ahr �int Wol�{Updates ohne Messung verstreichen zu lassen(wobei hier �int in den urspr�unglichen Einheiten der Wol�{Updates anzugeben ist).Da die Autokorrelationszeit von der betrachteten Observable abh�angt, es aber relativumst�andlich ist, die verschiedenen Beobachtungsgr�o�en mit unterschiedlicher Fre-quenz zu messen, wurde f�ur diese Regel immer das gr�o�te auftretende �int verwendet(in unserem Fall ist dabei die Korrelationsfunktion der Energiedichte ma�geblich).Bestimmt wurden die Autokorrelationszeiten mit Hilfe des Binning{Verfahrens wiees in Kap. 3.2.1 beschrieben wurde; eine direkte Bestimmung durch die De�nitionder normierten Autokorrelationsfunktion und die daraus ableitbare naive Sch�atz-funktion ist auch m�oglich und best�atigt die Ergebnisse der Binning{Analyse. Abb.4.7 zeigt die Ergebnisse einer solchen Binning{Analyse f�ur einige Systeme mit anti-periodischen Randbedingungen. W�ahrend die Autokorrelationszeiten f�ur die lokaleMagnetisierung mit wachsender Systemgr�o�e monoton ansteigen, sind sie f�ur dieEnergiedichte unter Ber�ucksichtigung der Begrenztheit der aufgewandten Statistikkonstant: der dynamische kritische Exponent z ist hier o�enbar sehr klein. Was dieSchwankungen in den Sch�atzungen f�ur �int angeht, mu� man ber�ucksichtigen, da�hier die Autokorrelationen der Korrelationsfunktionen G(i) selbst und nicht die derMagnetisierung bzw. der Energie selbst bestimmt wurden (denn G(i) ist ja auch diesp�ater zu messende Observable); da es sich hierbei jedoch gegen�uber den globalenGr�o�en um h�ohere Momente handelt, sind hier auch die Fluktuationen gr�o�er. Da



66 KAPITEL 4. ABGLEICH DER METHODEN: DAS 2D ISING{MODELL

0 100 200 300 400
∆t

0

10

20

30

40

τ in
t

 15x286 

Energiedichte
Spin

0 100 200 300 400
∆t

0

10

20

30

τ in
t

 5x96

Energiedichte
Spin

0 100 200 300 400
∆t

0

10

20

30

τ in
t

 20x382 

Energiedichte
Spin

0 100 200 300 400
∆t

0

10

20

30

40

τ in
t

 10x192 

Energiedichte
Spin

Abb. 4.7: Verlauf der aus einer Binning{Analyse gem�a� (3.24) resultierenden Sch�atzungf�ur die integrierten Autokorrelationszeiten von lokaler Magnetisierung und Energiedichte inAbh�angigkeit von der L�ange �t der Bins. Es handelt sich um Systeme mit antiperiodischenRandbedingungen. Die Zeitreihen haben eine L�ange von 8000 Wol�{Update{Schritten. AlleSysteme wurden vor der Messung sorgf�altig �aquilibriert.f�ur die Frequenz der Messungen das gr�o�te �int ma�geblich ist, kann man sich miteiner konstanten Frequenz von Messungen f�ur alle Systeme zwischen Lx = 5 undLx = 20 zufriedengeben; so wurden bei den Simulationen des 2D Ising{Modells mitantiperiodischen Randbedingungen nach jedem 40: Wol�{Update die Korrelations-funktionen von Spin und Energiedichte bestimmt.Streifenl�ange: Um die Streifengeometrie S1 � IR f�ur Simulationen zug�anglich zumachen, wurde sie durch ein endliches Gitter Lx�Ly mit der Bedingung Ly � Lx er-setzt. Die Verwendung periodischer Randbedingungen in der langen Richtung f�uhrtzu einer Periodizit�at der Korrelationsfunktionen in y{Richtung mit der Periode Ly;



4.2. PARAMETER DER SIMULATION 67ist die IR{Richtung zu kurz, �uberlagert der Anstieg der Korrelationsfunktionen f�ury > Ly=2 den Abfall f�ur den betrachteten Bereich y � Ly=2 und l�a�t die Korre-lationsl�angen zu klein erscheinen. Die f�ur den Vergleich von Lx und Ly relevanteL�angenskala ist durch die gemessenen Korrelationsl�angen von Spin und Energie-dichte gegeben; zur Bestimmung eines ad�aquaten Richtwertes f�ur das Verh�altnisLy=� wurde u.a. f�ur ein Beispielsystem mit Lx = 10 und periodischen Randbe-dingungen die L�ange Ly zwischen den Werten 50 und 250 durchgestimmt und dieberechneten Korrelationsl�angen miteinander verglichen. Wenn innerhalb der stati-stischen Fehler eine Vergr�o�erung von Ly keinen sp�urbaren E�ekt mehr zeigt, kannman das System als ausreichend "lang\ ansehen. Abb. 4.8 zeigt diesen Vergleichf�ur die Spin{Korrelationsl�ange; da diese mit einer Amplitude A� = ��=Lx von etwa1:3 wesentlich gr�o�er ist als die Korrelationsl�ange der Energiedichte mit A� � 0:2,ist sie hier die ma�gebliche Gr�o�e. Sp�atestens f�ur das 10 � 150{System ist o�en-bar kein Einu� der Endlichkeit der y{Richtung mehr erkennbar; um auch f�ur eineevtl. verbesserte Statistik bei Produktionsl�aufen noch auf der sicheren Seite zu sein,wurde die "lange\ Richtung der Systeme (auch sp�ater im dreidimensionalen Fall)regelm�a�ig so gew�ahlt, da� Ly=�� � 15 ist (ein in vielen Simulationen verwendeterWert ist hier 8). Um die vorhandene Rechenleistung optimal auszunutzen, wurdendaher die L�angen Ly der Systeme linear in der transversalen Ausdehnung Lx, dieihrerseits proportional zu den Korrelationsl�angen ist, skaliert:Ly� = LyALx != const: =) Ly / Lx: (4.18)Der hierf�ur notwendige Richtwert f�ur die Amplitude A� im Falle periodischer Rand-bedingungen wurde mit 1:3 angenommen und stammt aus Vorsimulationen. F�urantiperiodische Randbedingungen erh�alt man A� � 0:4 und A� � 0:08; da sichdie Rechenzeiten f�ur zweidimensionale Systeme in Grenzen halten, wurden hier dieSysteme f�ur beide Arten von Randbedingungen gleich dimensioniert, so da� derWert A� � 1:3 ausschlaggebend war. In drei Dimensionen wurde dann jedoch dasin einer "Verk�urzung\ der Systeme f�ur antiperiodische Randbedingungen angelegtePotential zur Verbesserung der Statistik ausgenutzt und die Systeme f�ur periodischeund antiperiodische Randbedingungen unabh�angig voneinander dimensioniert.Insgesamt erfordert die Bestimmung der relevanten Parameter zur Simulation einesSystems die folgenden Schritte:1. Die Simulation eines "hinreichend langen\ (�uberdimensionierten) Systems unddie nachfolgende Bestimmung der Korrelationsl�angen liefert Sch�atzwerte f�ur
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Abb. 4.8: Einu� der endlichen L�ange Ly der simulierten Streifen auf die gemesseneKorrelationsl�ange (hier) der lokalen Magnetisierung. Die waagrechten Linien symbolisie-ren die f�ur Ly = 1 zu erwartenden Werte, wobei Korrekturen zum FSS wie sie inKap. 5.3 beschrieben werden schon ber�ucksichtigt wurden | es handelt sich um die ex-akten L�osungen des Problems f�ur endliche L�angen Lx. Die roten Kurven zeigen das Er-gebnis der Anwendung der "Di�erenzenmethode\ auf eine Korrelationsfunktion der FormG(i) = exp(�i=�)+ exp(�(L� i)=�) wie sie die Verwendung periodischer Randbedingungenin einer endlichen y{Richtung unter Vernachl�assigung des "cos\{Terms und des asympto-tisch verschwindenden Anteils des "cosh\{Terms in Gl. (2.70) impliziert. Etwa ab der L�angeLy = 150 �ndet der so begr�undete Abfall der �{Sch�atzung in einem Bereich statt, der wegender extremen Fluktuationen in den Sch�atzwerten f�ur � f�ur die Mittelung ohnehin nicht mehrtaugt.



4.3. WAHL DES ZUFALLSZAHLEN{GENERATORS 69die Amplituden A� und A� in Abh�angigkeit von der Wahl der Randbedingun-gen.2. W�ahle nun die Systemgr�o�en so, da� Ly = 15A�Lx, wobei A� getrennt nachRandbedingungen zu verwenden ist.3. Bestimme f�ur jedes dieser so dimensionierten Systeme durch Simulation dienotwendige �Aquilibrierungszeit durch Analyse der Zeitreihen der Korrelati-onsfunktionen von lokaler Magnetisierung und Energiedichte.4. Bestimme die Autokorrelationszeiten �int beider Observablen durch eineBinning{Analyse der Zeitreihen der �aquilibrierten Systeme.5. Dann k�onnen die Produktionsl�aufe der in 2. bestimmten Systeme mit einer�Aquilibrierungszeit gem�a� 3. und einer Frequenz der Messungen von 1=�int;maxgem�a� 4. gestartet werden.4.3 Wahl des Zufallszahlen{GeneratorsMonte{Carlo{Simulationen sind sowohl bei der Generierung der bei einem Update{Versuch vorgeschlagenen neuen Kon�guration als auch bei der Entscheidung �uberdie Annahme derselben auf eine Zufallsquelle angewiesen, die einigen Anforderungengen�ugen mu�. Echte "Zuf�alligkeit\ (z.B. im Sinne von prinzipieller Unvorhersagbar-keit) l�a�t sich von der Softwareseite her nicht generieren, ist jedoch auch f�ur eineMC{Simulation ohne Belang: man mu� zu sog. Pseudo{Zufallszahlen{GeneratorenZuucht nehmen [52]. F�ur Simulationen relevante Eigenschaften der von diesen Algo-rithmen generierten Zahlenfolgen sind neben der Erzeugung der richtigen Verteilung(stochastische Konvergenz des Histogramms an die Verteilungsfunktion) vor allemParameter, die die Verteilung der generierten Folgenglieder in ihrer zeitlichen Abfol-ge charakterisieren, insbesondere Zwei{ oder n{Punkt{Autokorrelationsfunktionen.Zum Test solcher Zufallszahlen{Generatoren (ZZG) auf die gew�unschten Eigenschaf-ten sind verschiedene Verfahren entwickelt worden; einen �Uberblick gibt [84]. Nebenden eigentlichen statistischen Tests werden noch Tests auf der Bitebene der Zah-len verwendet und sog. Application Tests, die die G�ute des Generators anhand vonErgebnissen eines Simulationsprogramms beurteilen, das diesen verwendet. Generellstellt die Wahl des ZZG einen Kompromi� zwischen der Optimierung gewisser Kenn-gr�o�en der G�ute der erzeugten Zufallszahlen und der Minimierung der zur Erzeugung



70 KAPITEL 4. ABGLEICH DER METHODEN: DAS 2D ISING{MODELLder Zahlen notwendigen Rechenoperationen dar; die Aufwendigkeit des verwende-ten Algorithmus ist relevant, da zur Erzeugung einer unabh�angigen Kon�gurationeines simulierten Systems in d Dimensionen mit dem Wol�{Cluster{Algorithmusetwa d hjCji �int Zufallszahlen ben�otigt werden | f�ur gro�e Systeme in drei Dimen-sionen k�onnen das durchaus 106 Werte sein. Da alle Algorithmen zur Erzeugungvon (Pseudo{)Zufallszahlen in einem diskreten Zahlenraum operieren und determi-nistisch sind, wiederholen sich die generierten Zahlenfolgen nach einer bestimmtenZeit, der Periode des Generators. F�ur Simulationen, die sehr viele Zufallszahlenben�otigen, ist daher die L�ange der Periode ein wichtiges Entscheidungskriterium beider Wahl des Zufallsgenerators.Ein ZZG mit sehr guten statistischen Eigenschaften und akzeptabler E�zienz istdurch den sog. "R250\ gegeben [59]. Es handelt sich um einen Lagged{Fibonacci{Generator, bei denen ein neues Glied zt der (Pseudo{)Zufallszahlen{Folge durch einebin�are Verkn�upfung (mindestens) zweier zuvor in der Folge aufgetretener Gliederzt�r und zt�s mit festen Abst�anden (Lag) r und s erzeugt wird; im Falle des R250ist die Verkn�upfung als bitweise XOR{Operation realisiert, man spricht dann voneinem Shift Register Generator: zt = zt�r � zt�s: (4.19)Die XOR{Operation � hat den Vorteil, da� eine zeitaufwendige Modulo{Operationzur R�uckfaltung des Ergebnisses in den Wertebereich entfallen kann. Im speziellenFall des R250 ist r = 250 und s = 103, daher der Name. Die Periode eines solchenGenerators ist gegeben durch 2r � 1 [59], hier also 2250 � 1 � 1075, so da� beiden heutigen Rechenleistungen kaum Gefahr besteht, diese zu ersch�opfen. Der R250schneidet bei den meisten der g�angigen G�utetests hervorragend ab [84] und hatdaher | und wegen seiner hohen E�zienz | im Bereich der Simulationen und inder statistischen Physik weite Verbreitung gefunden.Bei einem Application Test in Form einer MC{Simulation des 2D Ising{Modells aufeinem quadratischen Gitter der Gr�o�e 16�16 unter Verwendung des Wol�{Cluster{Algorithmus traten jedoch hoch signi�kante Abweichungen in den Ergebnissen f�urdie Energie und die spezi�sche W�arme des Modells gegen�uber den bekannten exak-ten Werten f�ur diese Gr�o�en auf [35]. Nachfolgende Untersuchungen ergaben, da�diese Abweichungen mit bestimmten, f�ur Schiebe{Register{Generatoren typischenTriplet{Korrelationen in der Zeitreihe der Zufallszahlen zusammenh�angen [25]; wiegenau diese Korrelationen die beobachteten Abweichungen etwa von Energie und



4.3. WAHL DES ZUFALLSZAHLEN{GENERATORS 71spezi�scher W�arme erzeugen, ist jedoch nicht bekannt [49]. In einer systematischenStudie [78] des Verhaltens dieser Abweichungen �uber verschiedene (quadratische)Gittergr�o�en hinweg konnte inzwischen gezeigt werden, da� es bestimmte Gittergibt, bei denen die Abweichungen maximal werden | n�amlich dann, wenn diedurchschnittliche Cluster{Gr�o�e hjCji mit dem Lag r zusammenf�allt | und da�die Abweichungen bei einer Ann�aherung an diese Maxima ein Skalenverhalten zei-gen, wie man es aus der Theorie des FSS kennt. F�ur die vorliegende Arbeit vonInteresse sind die o�enen Fragen, inwieweit sich diese Ergebnisse auf die hier ver-wendeten anisotropen Geometrien, auf die Korrelationsfunktion der Energiedichte(die ja eine "lokale spezi�sche W�arme\ als Spezialfall enth�alt) als Observable undauf dreidimensionale Systeme �ubertragen lassen.Sind die beobachteten Abweichungen Folgen der theoretisch verstandenen Drei{Punkt{Korrelationen des R250, so liegt der Versuch nahe, diese zu eliminieren, ohnedie Vorteile solcher Schiebe{Register{Generatoren aufgeben zu m�ussen. Daf�ur sindverschiedene Vorschl�age gemacht worden [49]; die e�zienteste Methode besteht ineiner Verkn�upfung zweier solcher Generatoren mit unterschiedlichen Lags, indemdie Folgenglieder z1t und z2t der Generatoren nochmals durch eine XOR{Operationverbunden werden und so die zu verwendende Zufallszahl z1t 
 z2t erzeugen. DieseProzedur vernichtet die Triplet{Korrelationen des Generators, es verbleiben ledig-lich Neun{Punkt{Korrelationen, die nat�urlich um Gr�o�enordnungen gegen�uber denDrei{Punkt{Korrelationen des R250 unterdr�uckt sind. Der spezielle Fall r1 = 250und r2 = 521 sei hier in Anlehnung an [49] mit "R250/521\ bezeichnet.Als Referenz, gegen die die beiden Schiebe{Register{Generatoren getestet werdenk�onnen, wurde als dritter ZZG der sog. "RANLUX\{Generator [62] implementiert.Er basiert auf einem sog. Subtract{with{Borrow{Algorithmus, einer Art modi�zier-tem Lagged{Fibonacci{Generator mit einer Subtraktion als Verkn�upfung und derAddition eines zus�atzlichen Carry{Bit, das durch den logischen Wahrheitswert einerUngleichung gegeben ist. Man wei�, da� die Korrelationen dieses urspr�unglichen Ge-nerators kurzreichweitig sind; daher, so die Idee, lassen sie sich eliminieren, indemnicht jede generierte Zufallszahl weiter verwendet wird, sondern lediglich jede p{te.Man kann zeigen [62], da� f�ur p � 389 alle Bits der generierten Zahlen voneinan-der unabh�angig chaotisch uktuieren (im Sinne der nichtlinearen Dynamik), so da�die Zufallszahlen{Folge hervorragende statistische Eigenschaften aufweist. Diesen"Luxus\ mu� man aber mit einem entsprechend hohen Rechenaufwand zur Erzeu-gung einer "verwendbaren\ Zufallszahl bezahlen. Im Vergleich mit dem schnellsten



72 KAPITEL 4. ABGLEICH DER METHODEN: DAS 2D ISING{MODELLGr�o�e exakt R250 R250/521 RANLUXE=V 1.4142136 1.414087(63) 1.414206(59) 1.414253(60)Abw. �2:0� �0:14� +0:65�c 1.3259279 1.3569(16) 1.3255(16) 1.3269(13)Abw. +19:4� �0:27� +0:75�Tab. 4.1: Vergleich von Ergebnissen f�ur die innere Energie und die spezi�scheW�arme eines 10�192{Systems mit periodischen Randbedingungen aus Simulationen mit verschiedenen Zufallsgenerato-ren.der drei Generatoren, dem R250, braucht das gesamte Simulationsprogramm beiVerwendung des RANLUX{Generators etwa 250% der Rechenzeit, die das Simula-tionsprogramm mit dem R250 ben�otigt; die Modi�kation des R250 zum R250/521dagegen schl�agt (wiederum bezogen auf die gesamte Simulation) lediglich mit einemum 25% erh�ohten Zeitbedarf zu Buche. Daher ist der RANLUX{Generator bei demhier vorliegenden Bedarf an Zufallszahlen lediglich f�ur Testzwecke geeignet.F�ur das Ising{Modell in zwei Dimensionen und mit periodischen Randbedingungenauf einem Rechteck{Gitter stehen zum Vergleich (auf Maschinen{Genauigkeit) ex-akte Ergebnisse f�ur die innere Energie und die spezi�sche W�arme zur Verf�ugung[53]; sie wurden durch numerische Di�erentiation der von Ferdinand und Fisher [32]angegebenen Formel f�ur die freie Energie eines solchen Systems gewonnen. Simula-tionen f�ur die hier betrachtete Geometrie unter Verwendung des R250 best�atigen dieau��alligen Abweichungen auch f�ur anisotrope Systeme; f�ur ein Beispielsystem mit(Lx; Ly) = (10; 192) und 2 � 106 Messungen liegt die berechnete Energie etwa 2�, diespezi�sche W�arme sogar 20� neben dem exakten Wert, vgl. Tab. 4.1. Dabei ist zu be-achten, da� in diesem Beispiel die durchschnittliche Cluster{Gr�o�e mit hjCji � 159vom Lag r = 250 und damit dem Maximum der Abweichungen noch weit entferntist. Das gute Abschneiden des modi�zierten Schiebe{Register{Generators R250/521zeigt, da� mit den Triplet{Korrelationen die Ursache der systematischen Fehler ef-fektiv beseitigt wurde. Der RANLUX{Generator liefert erwartungsgem�a� ebenfallskonsistente Ergebnisse.F�ur antiperiodische Randbedingungen liegen unseres Wissens keine exakten Datenf�ur die freie Energie und damit die abgeleiteten Gr�o�en E=V und c vor; daher mu�hier ein Vergleich der Generatoren untereinander gen�ugen. Es wurde der gewichteteMittelwert der Ergebnisse der Simulationen mit dem RANLUX{Generator und dem



4.3. WAHL DES ZUFALLSZAHLEN{GENERATORS 73Gr�o�e Mittel R250 R250/521 RANLUXE=V 1.214247(34) 1.214173(47) 1.214277(47) 1.214215(48)Abw. �1:6� +0:6� �0:7�c 0.69808(82) 0.70452(85) 0.69817(86) 0.69808(82)Abw. +7:5� +0:06� �0:05�Tab. 4.2: Vergleich von Ergebnissen f�ur die innere Energie und die spezi�scheW�arme eines 10�192{Systems mit antiperiodischen Randbedingungen aus Simulationen mit verschiedenen Zufallsgenera-toren. Die Werte in der Spalte "Mittel\ entsprechen dem varianzgewichteten Mittel der Ergebnissedes R250/521 und des RANLUX{Generators. Die Abweichungen sind auf diese Mittelwerte bezo-gen.R250/521 als Vergleichswert angenommen, an dem sich der R250 zu messen hatte.Tab. 4.2 zeigt die Ergebnisse einer solchen Simulation f�ur das 10 � 192{System;die sehr gute �Ubereinstimmung der Werte aus den RANLUX{ und R250/521{Simulationen rechtfertigt ihre Verwendung als Referenz. Auch hier zeigen sich beiVerwendung des R250 signi�kante Abweichungen in den Ergebnissen f�ur die innereEnergie und (vor allem) die spezi�sche W�arme; die gegen�uber dem periodischen Fallkleineren Abweichungen sind angesichts der Beobachtungen in [78] vermutlich nichtauf Randbedingungen selbst zur�uckzuf�uhren, sondern auf die hier um etwa einenFaktor 2 auf hjCji � 83 reduzierten durchschnittlichen Cluster{Gr�o�en, so da� manvom Maximum der Abweichungen bei hjCji = 251 noch weiter entfernt ist.Wie verhalten sich andere Observablen? Die Ergebnisse f�ur die Magnetisierung unddie magnetische Suszeptibilit�at sind | in �Ubereinstimmung mit den fr�uheren Beob-achtungen | o�enbar nicht betro�en. Die Korrelationsfunktionen der Energiedichteaus Simulationen mit dem R250 im Vergleich zu solchen mit den anderen beiden Ge-neratoren erscheinen gegeneinander um einen weitgehend konstanten O�set verscho-ben | wohl ein E�ekt der (wie oben gesehen) vom R250 falsch gesch�atzten innerenEnergie des Systems. Die hier verwendete Analyse der Daten mit Hilfe der "Di�e-renzenmethode\ eliminiert jedoch eine solche Verschiebung, so da� lediglich Abwei-chungen in der Schwankung der Energiedichte sichtbar sein sollten. Tab. 4.3 zeigt dieMittelwerte f�ur �� und �� des 10�192{Systems mit beiden Arten von Randbedingun-gen aus Simulationen mit den verschiedenen Generatoren. Das Ergebnis ist unein-heitlich; immerhin zeigen sich bei zwei Gr�o�en in den Simulationen mit dem R250signi�kante Abweichungen, wobei eines davon die Spin{Korrelationsl�ange betri�t



74 KAPITEL 4. ABGLEICH DER METHODEN: DAS 2D ISING{MODELLRB Gr�o�e Mittel/exakt R250 R250/521 RANLUX�� 12.678845 12.7092(92) 12.6787(74) 12.6789(85)period. Abw. +3:3� �0:02� +0:006�RB �� 1.5812(35) 1.5796(46) 1.5851(48) 1.5770(50)Abw. �0:3� +0:8� �0:8��� 4.2906(28) 4.2878(43) 4.2925(39) 4.2887(40)antiperiod. Abw. �0:7� +0:5� �0:5�RB �� 0.8118(58) 0.7803(84) 0.8110(82) 0.8126(83)Abw. �3:8� �0:1� +0:1�Tab. 4.3: Mittelwerte f�ur die Korrelationsl�angen von Spin und Energiedichte eines 10�192{Systemsaus Simulationen mit verschiedenen ZZG. F�ur die Bestimmung dieser Mittelwerte wurde das weiterunten in Kap. 4.4.3 beschriebene Verfahren mit einem konstanten Bereich imin; : : : ; imax verwendet.F�ur �� des Systems mit periodischen Randbedingungen ist der exakte Wert als Bezugsgr�o�e ange-geben, in den anderen F�allen dient das varianzgewichtete Mittel der Ergebnisse der Simulationenmit RANLUX und R250/521 als Referenz.und aufgrund des hier vorliegenden exakten Wertes eine besondere Aussagekrafthat. Eine eindeutige Aussage �uber das Verhalten etwa auftretender Abweichungenin Abh�angigkeit von den Randbedingungen und der beobachteten Gr�o�e erforderteeine systematische Analyse mit einer Mittelung �uber mehrere Simulationen dessel-ben Systems mit unterschiedlichen Initialisierungen des Zufallsgenerators. Was dieAbh�angigkeit von der Gr�o�e des Systems angeht, so kommt es hier m�oglicherwei-se aufgrund der Projektion der "Schichtenmethode\ nicht mehr ausschlie�lich aufdie gesamte durchschnittliche Cluster{Gr�o�e, sondern vielmehr auf die Ausdehnungder Cluster in der y{Richtung an. Immerhin l�a�t sich festhalten, da� ein Auftretensystematischer Abweichungen auch in den hier betrachteten Observablen bei Ver-wendung des R250 nicht unwahrscheinlich und daher von der Verwendung des R250in einer solchen Simulation abzuraten ist. Andererseits stimmen die Ergebnisse derSimulationen mit dem modi�zierten Schiebe{Register{Generator R250/521 mit de-nen des nachweislich besonders verl�a�lichen RANLUX innerhalb der Fehler sehr gutmiteinander und im Falle der Spin{Korrelationsl�ange des Systems mit periodischenRandbedingungen auch hervorragend mit der exakten L�osung �uberein; daher kannman den R250/521 wohl guten Gewissens f�ur unsere Zwecke verwenden, was wirauch ausschlie�lich tun werden.



4.4. FEHLERRECHNUNG 75Gr�o�e Mittel R250 R250/521 RANLUX�� 7.781(74) 7.81(11) 7.88(11) 7.70(10)Abw. +0:3� +0:9� �0:8��� 2.089(44) 2.093(57) 2.072(62) 2.108(64)Abw. +0:2� �0:3� +0:3�Tab. 4.4: Vergleich von Ergebnisse f�ur die Korrelationsl�angen von Spin und Energiedichte eines 3DIsing{Systems mit Lx = Ly = 10, Lz = 120 und periodischen Randbedingungen aus Simulationenmit verschiedenen ZZG. Die Mittelwerte der ersten Spalte sind aus den Werten f�ur R250/521 undRANLUX gebildet.Eine Simulation f�ur ein Ising{Modell auf der dreidimensionalenGeometrie Lx�Ly�Lz mit Lx = Ly und Lz � Lx mit periodischen Randbedingungen schlie�lich zeigtinnerhalb der Fehler keine signi�kanten Unterschiede zwischen den drei Generato-ren, vgl. Tab. 4.4. Man macht daher wohl zumindest keinen Fehler, wenn man denR250/521 als einen Kompromi� zwischen der Aufwendigkeit des Algorithmus undG�ute der erzeugten Zufallszahlen auch f�ur die Simulationen in drei Dimensionenverwendet.
4.4 FehlerrechnungDie Anwendung der "Di�erenzenmethode\ zur Bestimmung der Korrelationsl�angenaus den Korrelationsfunktionen erm�oglicht eine zuverl�assige Absch�atzung des linea-ren Bereichs eines logarithmischen Graphen der Korrelationsfunktionen und kor-rigiert die Ergebnisse um den Einu� schlecht gesch�atzter additiver und multipli-kativer Konstanten in der Korrelationsfunktion. Der Preis hierf�ur besteht in denhohen Anforderungen an die Methode der Berechnung der Fehler der so gewon-nenen Gr�o�en �̂(i): es m�ussen Varianzen von hochgradig nichtlinearen Funktionenvon Observablen gesch�atzt werden. Sind die Fehler der �̂(i) bestimmt, so mu� ent-schieden werden, wie aus aus diesen Einzelwerten ein endg�ultiger Mittelwert �� zugewinnen ist und auch f�ur diesen sollte wieder eine verl�a�liche Fehlerangabe gemachtwerden k�onnen.



76 KAPITEL 4. ABGLEICH DER METHODEN: DAS 2D ISING{MODELL4.4.1 Fehlerbestimmung der �̂(i)F�ur nichtlineare Funktionen von Observablen ist gem. Kap. 3.2.2 der "naive\ Ansatzder Fehlerrechnung (Gl. 3.38) ungeeignet. Stattdessen bietet sich das Jackkni�ngals leistungsf�ahiges Werkzeug f�ur ein solches Problem an. Voraussetzung f�ur eineJackknife{Analyse ist zun�achst das Vorliegen von Zeitreihen mit verschwindendenAutokorrelationen. Dies wird durch ein Binning der Messungen der Observablenw�ahrend des Simulationslaufs erreicht. Zwar wurde die Frequenz der Messungenschon so gew�ahlt, da� die einzelnen Messungen statistisch weitgehend unabh�angigsein sollten; um die Korrelationen noch weiter zu reduzieren, vor allem aber um dieanfallenden Datenmengen auf ein ertr�agliches Ma� zu reduzieren, wurden jeweilszwischen 2048 und 8192 Messungen zu Bl�ocken zusammengefa�t, was ein Vielfachesdes eigentlich notwendigen Wertes darstellt, insofern das Plateau einer Binning{Analyse schon nach wesentlich weniger Block{Transformationen augenscheinlicherreicht wird, vgl. Abb 4.9.Die so gewonnenen, statistisch nahezu unabh�angigen Ausgangswerte f�ur dieJackknife{Analyse seien in diesem Abschnitt mit Gt(i) bezeichnet, womit der t:Binning{Block f�ur den Wert der KorrelationsfunktionG f�ur den Abstand i = jy2�y1jgemeint ist; zus�atzlich kann bei Bedarf durch Indizes � oder � zwischen lokaler Ma-gnetisierung und Energiedichte unterschieden werden. Aus diesen Ly=2 Zeitreihender G(i) f�ur die verschiedenen Distanzen i = 0; : : : ; Ly=2�1 werden nun zum Zweckeder Varianz{Analyse Jackknife{Bl�ocke gebildet (vgl. Gl. (3.33)):G(s)(i) = 1n� 1Xt6=sGt(i);G(�)(i) = 1nXs G(s)(i); (4.20)wo n die L�ange der Zeitreihen, d.h. hier die Anzahl der von der anf�anglichen Binning{Analyse erzeugten Bl�ocke, bezeichnet. Bei Verwendung der "Di�erenzenmethode\ergeben sich daraus entsprechende Jackknife{Block{Sch�atzungen f�ur die Korrelati-onsl�angen: �̂(s)(i) = "ln G(s)(i)�G(s)(i� 1)G(s)(i+ 1)�Gs(i) #�1;�̂(�)(i) = 1nXs �̂(s)(i): (4.21)Unter Verwendung der Gleichungen aus Kap. 3.2.2 l�a�t sich daher f�ur die Varianz
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Abb. 4.9: Verlauf der Varianz{Sch�atzung f�ur Energie und Magnetisierung eines Beispiel-modells mit Lx = 10; Ly = 192 und periodischen Randbedingungen in Abh�angigkeit vonder L�ange der verwendeten Bins oder Bl�ocke. Die Frequenz der urspr�unglichen Messungenwar dabei etwa 1=�int. Bei den Produktionsl�aufen wurde die Bin{L�ange aus Speicherplatz{Gr�unden schon w�ahrend des Runs auf einen Wert zwischen 2048 und 8192 festgelegt; Un-abh�angigkeit der Bl�ocke ist dabei o�enbar mit hervorragendem "Sicherheitsabstand\ gew�ahr-leistet.der �̂(i) folgende Sch�atzung angeben:\VAR(�̂(i)) = n� 1n nXs=1 ��̂(s)(i)� �̂(�)(i)�2: (4.22)Mit dieser Methode sind die Fehlerbalken aller vorstehenden Abbildungen von Er-gebnissen der "Di�erenzenmethode\ erzeugt worden; ein einfacher optischer Ver-gleich dieser Angaben mit dem Ma� der augenscheinlichen Schwankungen der �̂(i)�uber die Abst�ande i hinweg zeigt zumindest, da� die Jackknife{Methode "vern�unf-tige\ Ergebnisse liefert | eine genauere Veri�kation durch einen Vergleich mit eineranderen Methoden der Fehlerrechnung wird weiter unten in Kap. 4.4.4 erfolgen.



78 KAPITEL 4. ABGLEICH DER METHODEN: DAS 2D ISING{MODELL4.4.2 Bias{Reduktion der Sch�atzungenWie Kap. 3.2.2 gesehen, bietet die Jackknife{Methode nicht nur einen Sch�atzerf�ur die Varianz nichtlinearer Funktionen von Observablen an, sondern auch einenAnsatz zur Bias{Reduktion solcher Sch�atzungen. Ist dieser | wie f�ur alle nicht{pathologischen Verteilungen zu erwarten | von der Ordnung O(1=n), so ist einbiasbereinigter Sch�atzer durch Gl. (3.35) gegeben. Im Sinne dieses Ansatzes lassensich in erster Ordnung um den Bias korrigierte Sch�atzer f�ur die Korrelationsl�angen�̂(i) angeben: ~�(i) = n�̂(i)� (n� 1)�̂(�)(i): (4.23)Ob eine solche Bias{Korrektur notwendig ist, h�angt dabei in erster Linie von derAnzahl der verwendeten Bins und daher | bei einer festen Gr�o�e der Bl�ocke |von der Laufzeit der Simulationen ab; die beste "Bias{Reduktion\ liegt nat�urlich ineiner m�oglichst langen Zeitreihe, da alle verwendeten Sch�atzer zumindest im Limesn!1 erwartungstreu sind.Abb. 4.10 zeigt einen Vergleich der Ergebnisse der "Di�erenzenmethode\ mit und oh-ne Anwendung einer solchen Bias{Reduktion. Die Sch�atzung (4.23) selbst stellt dabeikeine wesentlichen zus�atzlichen Anforderungen an den Analyseaufwand dar; proble-matisch ist lediglich die Bestimmung der Fehler solcher biasbereinigter Gr�o�en: dader Bias selbst eine uktuierende Gr�o�e darstellt, mu� er in die Fehlerbetrachtungmit einbezogen werden; dies l�a�t sich durch Verwendung von sog. "Double JackknifeBias Corrected Estimators\ erreichen, wie sie in Kap. 3.2.2 beschrieben wurden. Mitdiesem Problem werden wir uns weiter unten in Kap. 4.4.6 genauer besch�aftigen.Die obige Abbildung zeigt daher nur f�ur die urspr�ungliche Reihe der �̂(i) Fehlerbal-ken, damit das Verh�altnis der Bias{Reduktion zu den statistischen Fehlern beurteiltwerden kann. Im Plateau{Bereich betr�agt die Korrektur etwa 10�2% von �̂(i) selbstund ca. 1% von der Sch�atzung\VAR f�ur den Fehler von �̂(i).4.4.3 Bestimmung von ��: FehlerrechnungF�ur jeden longitudinalen Abstand i = jy2 � y1j im Plateau{Bereich liefert dieFunktion �̂(i) eine Sch�atzung f�ur die gesuchte Korrelationsl�ange �. Um den ma-ximalen Informationsgehalt dieser Daten zu extrahieren, wird man daher �uber dieverschiedenen Abst�ande i des Plateaus mitteln wollen. Die Frage, welche Abst�andedies im Einzelfall sein sollten, d.h. wie der Plateau{Bereich abgesch�atzt werden kann,
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Abb. 4.10: E�ekt einer Jackknife{Bias{Reduktion auf die Sch�atzungen �̂�(i) eines 10�192{Beispielsystems mit periodischen Randbedingungen. Die Ausgangsdaten bestanden aus 256Bins �a 8192 Messungen. Die Fehlerbalken entsprechen den aus der Jackknife{Analyse resul-tierenden Fehlern f�ur die Sch�atzungen �̂ ohne Bias{Korrektur. Die Bias{Korrektur entsprichtf�ur den Spin etwa 5 � 10�3% von �� und ca. 0:5% der Fehlerbalken; f�ur die Korrelationsl�angeder Energiedichte ist die relative Korrektur etwa doppelt so gro�.wird weiter unten in Kap. 4.4.5 abgehandelt; hier geht es um die Entscheidung, wie�uber eine gegebene Zahl von Punkten f�̂(i) j i = imin; : : : ; imaxg gemittelt werdensollte. Hat der Mittelwert die allgemeine Form�� = imaxXi=imin �i�̂(i); imaxXi=imin �i = 1; (4.24)so geht es um die Frage, wie die Gewichte �i der �̂(i) gew�ahlt werden sollen. Dasrelevante Kriterium f�ur eine optimale Wahl der �i ist dabei augenscheinlich dietheoretische Varianz des gebildeten Mittelwertes; ist diese minimal, so ist auch dieWahrscheinlichkeit klein, da� die vorliegende Sch�atzung weit vom theoretischen Er-wartungswert entfernt ist. Es handelt sich um ein einfaches Variationsproblem mit



80 KAPITEL 4. ABGLEICH DER METHODEN: DAS 2D ISING{MODELLNebenbedingung, den Satz von �i zu �nden, der die Varianz von �� minimiert:�2(��) = �2( imaxXi=imin �i�̂(i)) = min;imaxXi=imin �i = 1 (4.25)Die Varianz von �� h�angt von den Verteilungen der �(i) ab (hiermit seien im Gegen-satz zu den Sch�atzungen �̂ die zugeh�origen Zufallsvariablen selbst bezeichnet). Dasich alle �(i) auf dem Plateau be�nden sollen, ist h�(i)i = �; i = imin; : : : ; imax.Betrachten wir zun�achst den Fall von unabh�angigen Zufallsvariablen �(i) mit Vari-anzen �2i � �2(�(i)):�2(��) = h Xi �i�̂(i)!2i � hXi �i�̂(i)i2= Xi;j �i�j �h�̂(i)�̂(j)i � h�̂(i)ih�̂(j)i�= Xi �2i�i2; (4.26)wobei in der letzten Zeile die Unabh�angigkeit der �(i) verwendet wurde. DieLagrange{Gleichungen des Problems lauten daher:@@�k  Xi �2i�i2 + �Xi �i! =2�k�k2 + � = 0; (4.27)wobei der Lagrange{Multiplikator � eingef�uhrt wurde, um die Nebenbedingung zuerf�ullen. Diese ergibt: Xi �i = ��2 Xi 1�i2 != 1� = � 2Pi 1=�i2 : (4.28)Daher erh�alt man als L�osung des Variationsproblems:�k = 1=�k2Pi 1=�i2 : (4.29)Nimmt man nun die Sch�atzer �̂ als erwartungstreu an, d.h. h�̂(i)i = �; i =imin; : : : ; imax, sei es, weil eine Jackknife{Bias{Reduktion vorgenommen wurde, oder



4.4. FEHLERRECHNUNG 81weil der Bias zu vernachl�assigen ist und ersetzt die Varianzen �i2 der �(i) durch dieJackknife{Varianz{Sch�atzungen\VAR f�ur die �̂(i), so wird die Wahl�̂k = 1=\VAR(�̂(k))Pi 1=\VAR(�̂(i)) (4.30)in (4.25) im Mittel die Abweichung des so gewonnenen Mittelwertes �� vom Erwar-tungswert � minimieren.Nun sind die Zufallsvariablen �(i) jedoch keineswegs statistisch unabh�angig; auf-grund ihrer De�nition durch die "Di�erenzenmethode\ sind die Variablen �(i) und�(j) vielmehr hochgradig korreliert, wenn ji � jj � 2, da hier teilweise dieselbenWerte der Korrelationsfunktion G(i) eingehen. Aber auch �uber diese formal aus derDe�nition resultierenden Korrelationen (und damit �uber den Abstand ji � jj = 2)hinaus sind die �(i) nicht unabh�angig voneinander: schon die einzelnen Werte derKorrelationsfunktion G(i) sind keine unabh�angigen Zufallsvariablen, sondern selbstwiederum korrelierte Gr�o�en; statistische Schwankungen bewirken n�amlich Fluk-tuationen der Kurve G insgesamt, m.a.W.: es existieren Moden dieser Fluktuation,deren Wellenl�angen wesentlich gr�o�er sind als der Abstand 1 zwischen benachbartenPunkten der Kurve. Anschaulich ist das aus der Cluster{Struktur des zugrundelie-genden Modells verst�andlich: liegt etwa im Sinne einer Fluktuation eine Kon�gura-tion mit einem au�ergew�ohnlich gro�en Gebiet einheitlicher Spin{Orientierung (geo-metrischer Cluster) vor, so erscheinen hier die Spins f�ur alle Abst�ande, die kleinersind als die Cluster{Ausdehnung, hochgradig korreliert; der Wert der Korrelations-funktion G(i) wird f�ur alle diese Abst�ande gr�o�er sein als im Mittel. Gl. (4.26) mu�daher entsprechend modi�ziert werden:�2(��) = Xi;j �i�j �h�̂(i)�̂(j)i � h�̂(i)ih�̂(j)i�= Xi;j �i�j�ij; (4.31)wo � die Kovarianzmatrix der �(i) bezeichnet. Eine analoge Variationsrechnungergibt jetzt f�ur die optimale Wahl der �i:�k = Pi(��1)ikPi;j(��1)ij : (4.32)Man mu� also die gesamte Kovarianzmatrix der �(i) kennen, um sie bei der Mit-telwertbildung optimal gewichten zu k�onnen. F�ur die praktische Rechnung l�a�t sich



82 KAPITEL 4. ABGLEICH DER METHODEN: DAS 2D ISING{MODELLdabei eine naheliegende Verallgemeinerung des Jackknife{Sch�atzers\VAR auf nicht-diagonale Elemente der Korrelationsmatrix verwenden:\CORRij � \CORR(�̂(i); �̂(j)) = n� 1n nXs=1 ��̂(s)(i)� �̂(�)(i)���̂(s)(j)� �̂(�)(j)�:(4.33)Eine im Mittel optimale Wahl der Gewichte �i unter Ber�ucksichtigung der Korrela-tionen der �̂(i) ist damit gegeben durch:�k = Pi(\CORR�1)ikPi;j(\CORR�1)ij : (4.34)Die Varianz des solcherma�en gewichteten Mittelwertes selbst ist dann, wie man ausGl. (4.31) abliest, gerade durch den Normierungsfaktor der Gewichte gegeben:�2(��) = 1Pi;j(��1)ij (4.35)und entsprechend ein Sch�atzer daf�ur durch:�̂2(��) = 1Pi;j(\CORR�1)ij : (4.36)Alternativ dazu k�onnte man die Varianz des gewichteten Mittelwertes auch durch ei-ne weitere Jackknife{Analyse absch�atzen, d.h. indem man Jackknife{Block{Sch�atzer��(s) und ��(�) in der �ublichen Weise de�niert und in die De�nition des Jackknife{Varianz{Sch�atzers\VAR einsetzt; ein Vergleich der beiden so gewonnenen Sch�atzun-gen f�ur die Varianz des Mittelwertes kann als Test auf Konsistenz des Verfahrensverstanden werden. F�ur die Analyse aller in dieser Arbeit untersuchten Systemewurden beide Verfahren verwendet: in vielen F�allen stimmen die Ergebnisse nahezuauf Maschinengenauigkeit �uberein, immer jedoch auf mindestens 8-10 Stellen genau.Aus den Ausf�uhrungen dieses Abschnittes wird klar, warum auf dem Weg hierhinein so gro�er Wert auf die Fehleranalyse gelegt wurde: w�ahrend in vielen F�allen dieberechneten Fehler (etwa) einer MC{Simulation lediglich als Genauigkeitsangabe inden Endergebnissen auftauchen, gehen hier die gesch�atzten Varianzen und Korrela-tionen durch die gewichtete Mittelung direkt in den Wert des Endergebnisses f�ur dieKorrelationsl�angen ein, so da� in unserem Fall die Varianzanalyse kein schm�uckendesBeiwerk darstellt, sondern an der Gewinnung der endg�ultigen Ergebnisse essentiellenAnteil hat.



4.4. FEHLERRECHNUNG 834.4.4 Fehler{Fortpanzung vs. Jackknife{AnalyseDie klassische Methode, Fehler von nichtlinearen Funktionen von Observablen zubestimmen, ist die Verwendung von Fehler{Fortpanzungs{Gesetzen; dabei werdenunter Voraussetzung hinreichend kleiner Fehler die Varianzen solcher Funktionenvon Zufallsvariablen durch eine Taylor{Entwicklung der Funktionen abgesch�atzt,die nach der ersten Ordnung abgebrochen wird. Sind z1; : : : ; zm unabh�angige Zu-fallsvariable mit Varianzen �12; : : : ; �m2 und sind f1(z1; : : : ; zm); : : : ; fn(z1; : : : ; zm)di�erenzierbare Funktionen der Zufallsvariablen, so lassen sich die Varianzen der fiabsch�atzen durch: �2(fk) � mXi=1  @fk@zi !2�i2: (4.37)Gibt man die Voraussetzung der Unabh�angigkeit der zi auf, so mu� man auch hierdie gesamte Kovarianzmatrix � der zi ber�ucksichtigen [11]:�f kl � mXi;j=1Tki�zijTlj; (4.38)wobei �z 2 IRm�m die Kovarianzmatrix der urspr�unglichen Variablen zi und �f 2IRn�n die Matrix der transformierten Variablen fi bezeichnet; T 2 IRn�m ist dieJacobi{Matrix der Transformation, d.h.:Tij =  @fi(z1; : : : ; zm)@zj ! : (4.39)Eine Fehlerrechnung f�ur die Korrelationsl�angen �̂(i) mit Hilfe "klassischer\ Metho-den sieht daher folgenderma�en aus:1. Die Fehler{Fortpanzung mu� nur f�ur die nichtlinearen Schritte der Transfor-mation von den Werten der Korrelationsfunktion zu den Korrelationsl�angenbei der Verwendung der Di�erenzenmethode gem�a� (4.14) durchgef�uhrt wer-den. Daher kann der erste Schritt, die Di�erenzenbildung, direkt ausgef�uhrtwerden. Die Variablen, von denen hier auszugehen ist, sind damit gegebendurch die Di�erenzend(i) = G(i)�G(i� 1); i = 1; : : : ; Lz=2; (4.40)so da� die Korrelationsl�angen aus der Transformation�̂(i) = "ln d(i)d(i+ 1)!#�1; i = 1; : : : ; Lz=2� 1 (4.41)hervorgehen.



84 KAPITEL 4. ABGLEICH DER METHODEN: DAS 2D ISING{MODELL2. Die Varianzen der Di�erenz{Variablen d(i) als Linearkombinationen derObservablen lassen sich gem�a� dem naiven Ansatz der Fehlerrechnungabsch�atzen: �̂2(d(i)) = 1n(n� 1) nXt=1(dt(i)� �d(i))2; (4.42)wobei dt(i) die, durch eine vorg�angige Binning{Analyse weitgehend unabh�angi-gen, Elemente der gemessenen Zeitreihe der L�ange n bezeichnet und �d(i) denzugeh�origen Zeitmittelwert.3. Analog lassen sich die Korrelationen der d(i) durch eine entsprechende Verall-gemeinerung dieses Ausdrucks absch�atzen:�̂(d(i); d(j)) = 1n(n� 1) nXt=1(dt(i)� �d(i))(dt(j)� �d(j)): (4.43)4. Durch Anwendung des Gesetzes der Fehler{Fortpanzung (4.38) l�a�t sich nunaus dieser Information ein Sch�atzer f�ur die Kovarianzmatrix der abgeleitetenGr�o�en �̂(i) gewinnen:�̂�kl � Lz=2Xi;j=1 @�̂(k)@d(i)! �̂dij  @�̂(l)@d(j)! ; 1 � k; l � Lz=2� 1: (4.44)Zur Bestimmung von �̂� mu� man noch die Jacobi{Matrix der Transformation (4.41)kennen: @�̂(i)@d(i) = � 1=d(i)hln� d(i)d(i+1)�i2 � ai;@�̂(i)@d(i + 1) = + 1=d(i+ 1)hln � d(i)d(i+1)�i2 � bi;@�̂(i)@d(j) = 0; j =2 fi; i+ 1g: (4.45)
Ausf�uhren des Matrizenproduktes in (4.44) ergibt dann:�̂�ij � ai�̂dijaj + ai�̂di j+1bj + bi�̂di+1 jaj + bi�̂di+1 j+1bj: (4.46)F�ur die Diagonalelemente, also die Varianzen der �̂(i), schlie�lich hat man daher:�̂2(�̂(i)) � �̂�ii = ai2�̂2(d(i)) + bi2�̂2(d(i+ 1)) + 2aibi�̂di i+1: (4.47)
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Abb. 4.11: Abweichungen zwischen den gesch�atzten Varianzen der Korrelationsl�angen �̂�(i)(links) und �̂�(i) (rechts) aus der Jackknife{ und der Fehler{Fortpanzungs{Analyse, bezo-gen auf die Sch�atzung der Fehler{Fortpanzungs{Rechnung. Es handelt sich um ein Systemmit Lx = 10; Ly = 192 und periodischen Randbedingungen. F�ur �̂� sind wesentlich we-niger Punkte aufgetragen, da hier aufgrund der deutlich k�urzeren Reichweite der Korre-lationen die statistischen Schwankungen schon f�ur kleinere Abst�ande i (als im Falle derSpin{Korrelationsl�ange) den exponentiellen Abfall �uberdecken und die Anwendung der Dif-ferenzenmethode unm�oglich machen (das Argument des Logarithmus wird negativ).
Zur Validierung der verwendeten, in Kap. 4.4.1 beschriebenen Jackknife{Methodewurden f�ur einige Systeme beide Methoden der Fehler{Analyse parallel angewandt,um einen Vergleich zu erm�oglichen. Die Di�erenzen der Ergebnisse beider Methodensind generell erstaunlich gering: obwohl die Ans�atze vollkommen verschieden sindund die Fehler{Fortpanzungs{Rechnung nur die erste (nicht verschwindende) Ord-nung der Taylor{Entwicklung ber�ucksichtigt, liegen die relativen Abweichungen dermit beiden Methoden abgesch�atzten Fehler generell unter etwa 0:5%; im Bereichkleiner Schwankungen, d.h. zu Beginn des Plateaus in den Werten f�ur �̂ sind dieUnterschiede sogar regelm�a�ig noch um eine Gr�o�enordnung geringer. Abb. 4.11zeigt dies f�ur ein Beispielsystem mit periodischen Randbedingungen. Mit diesenErgebnissen ist der Jackknife{Ansatz allgemein in dieser Anwendung hervorragendgerechtfertigt. Man kann ho�en, da� die verbleibenden Abweichungen | insbeson-dere bei gro�en Abst�anden i, also gro�en Schwankungen der G(i) und damit �̂(i) |die Ber�ucksichtigung der h�oheren Ordnungen in der Taylor{Reihe der Momenten{Entwicklung (4.38) durch das Jackknife{Verfahren gegen�uber deren systematischerVernachl�assigung durch die Fehler{Fortpanzungs{Methode anzeigen.



86 KAPITEL 4. ABGLEICH DER METHODEN: DAS 2D ISING{MODELL4.4.5 Absch�atzung des Plateau{BereichsDie Di�erenzenmethode bietet gegen�uber der einfachen Verwendung eines logarith-mischen Graphen der Korrelationsfunktionen den Vorteil, da� der Bereich konstanterKorrelationsl�angen | der lineare Abschnitt des logarithmischen Graphen | alleinmit "Augenma�\ verh�altnism�a�ig leicht abgesch�atzt werden kann. Da solches Au-genma� niemals frei von Subjektivit�at sein kann, erscheint es aus methodologischerSicht w�unschenswert, diese Verantwortung von sich auf die Maschine abzuw�alzenund den Proze� der Bestimmung des Plateau{Bereichs, dessen Werte �̂(i) in dieBestimmung des Mittelwertes �� gem�a� Kap. 4.4.3 eingehen sollen, zu automatisie-ren. Zu diesem Zweck ben�otigt man ein quanti�ziertes Ma� f�ur die Konstanz derSch�atzungen �̂(i) auf dem Plateau gegen�uber ihrem Abfall zu den Extremen sehrkurzer und sehr langer Abst�ande i hin; dies ist nichts anderes als ein Spezialfall einesallgemeinen Ma�es f�ur die G�ute der Anpassung (Fit) eines Satzes von Messungenvon Zufallsvariablen yi an eine vorgegebene Funktion y = f(x), d.h. eines G�utema-�es der Regressions{Rechnung: die Funktion f ist hier eben eine Konstante, n�amlich��. Die klassische Kennzahl zur Bewertung der G�ute eines solchen Fits ist durch die�2{Verteilung gegeben [36]:�2 =Xi;j (yi � f(xi))(��1)ij(yj � f(xj)); (4.48)wobei � wiederum die Korrelationsmatrix der yi symbolisiert. In Anwendung aufdas Problem der Absch�atzung des Plateau{Bereichs ist eine Sch�atzfunktion f�ur dieseGr�o�e gegeben durch: �2 = imaxXi;j=imin(�̂(i)� ��)(�̂�1)ij(�̂(j)� ��): (4.49)Der Fit wird dann als um so besser beurteilt, je weniger die Gr�o�e �2=g von Einsabweicht; dabei ist g durch die Anzahl der Freiheitsgrade des Problems gegebenund entspricht in unserem Fall imax � imin (eigentlich w�urde man imax � imin + 1erwarten, aber die Vorgabe des Mittelwertes �� eliminiert einen Freiheitsgrad). An-schaulich bedeutet die Aussage "�2=g = 1\ gerade, da� die tats�achlichen Schwan-kungen der Sch�atzungen �̂(i) um den Mittelwert �� (und die entsprechenden Korre-lationen) gerade dem gem�a� ihrer berechneten Varianzen (bzw. Kovarianzen f�ur dieNichtdiagonal{Terme) zu erwartenden Ma� entsprechen.Das Problem der Bestimmung des optimalen Bereichs imin; : : : ; imax l�a�t sich daherals Variationsproblem au�assen: bestimme jenen Bereich, f�ur den j�2=g � 1j gem�a�



4.4. FEHLERRECHNUNG 87(4.49) minimal wird. Prinzipiell ist es auch m�oglich, in die Menge der in Frage kom-menden Abst�ande neben geschlossenen Bereichen Kombinationen isolierter Punktemit aufzunehmen; das scheint aber wenig sinnvoll: ganz abgesehen vom explodie-renden Rechenaufwand bei der Ber�ucksichtigung aller m�oglichen Kombinationenvon Punkten, besteht die Gefahr, da� aufgrund der Asymmetrie der Verteilung derSch�atzungen �̂(i) um den theoretischen Wert � (die sich auch in der Struktur derKovarianzmatrix widerspiegelt) systematische Fehler entstehen. Weiterhin ist un-klar, ob als Vergleichspunkt der Optimierung der Wert �2=g = 1 dienen mu�, oderob nicht etwa �2=g = 0 einen ma�geblichen Richtwert darstellt; dies umso mehr, als(wie in Kap. 3.2.2 erw�ahnt) das Jackknife{Verfahren bewiesenerma�en Varianzenund Kovarianzen eher �ubersch�atzt als untersch�atzt. In der praktischen Anwendungzeigt sich jedoch, da� die Vorschrift �2=g ! 0 dazu neigt, einige wenige Punkteauszuw�ahlen, die zuf�allig sehr wenig voneinander abweichen, anstatt den gesamtensichtbaren Plateau{Bereich als Gebiet der Mittelung vorzuschlagen (was auch hin-sichtlich einer Minimierung der Varianz von �� w�unschenswert ist). Generell mu�nat�urlich eine gewisse Mindestl�ange des Bereichs imin; : : : ; imax vorgegeben werden,um eine vern�unftige Sch�atzung des Plateaus zu erhalten; diese sollte jedoch deut-lich kleiner sein als die tats�achliche sichtbare Ausdehnung des Plateaus, um dasVerfahren nicht sinnlos zu machen.Das beschriebene Verfahren funktioniert f�ur die Spin{Korrelationsl�angen insgesamtsehr gut. Nur in einigen wenigen F�allen sind hier Korrekturen von Hand vonn�oten,da der vorgeschlagene Bereich gegen�uber der sichtbaren Plateau{Ausdehnung ex-trem klein ist; in diesen F�allen k�onnte man zu einer Alternative �ubergehen, dieebenfalls einen akzeptablen Wert f�ur �2=g aufweist, etwa indem nicht nur der (imSinne von j�2=g � 1j ! min) optimale Bereich bestimmt wird, sondern auch nocheinige der n�achstgelegenen suboptimalen Vorschl�age in Erw�agung gezogen werden.F�ur die Korrelationsl�angen der Energiedichte gestaltet sich die Lage generell etwasschwieriger: da f�ur alle Modelle und Randbedingungen �� wesentlich kleiner ist als��, stehen hier weniger Punkte �̂(i) zur Mittelung zur Verf�ugung, so da� hier einerOptimierungsrechnung unter Ber�ucksichtigung einer Mindestl�ange deutlich wenigerSpielraum zur Verf�ugung steht. Abb. 4.12 zeigt einige Beispiele f�ur das Ergebnis desOptimierungsverfahrens.Insbesondere angesichts der Unklarheit �uber eine eventuelle systematische�Ubersch�atzung der Fehler durch das Jackknife{Verfahren ist die Minimierung derAbweichung j�2=g � 1j aus Sicht der mathematischen Statistik von zweifelhaftem
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4.4. FEHLERRECHNUNG 89einem solchen Optimierungsverfahren das Manko an, da� es bei einer Anwendungnicht auf eine einfache Funktion, sondern auf einen Satz von Sch�atzern f�ur Zufalls-variablen, zun�achst nicht zwischen "echten\ Minima, die auch im Limes unendlichlanger Messungen auftreten w�urden, und einfachen "Ausrei�ern\ der uktuierendenGr�o�e unterscheiden kann.Um genauer zu verstehen, was bei Anwendung des Optimierungsverfahrens geschiehtund vielleicht eine befriedigendere L�osung des Problems zu �nden, kann man dieVerteilung der Gr�o�e �2=g in Abh�angigkeit von der Wahl des Plateau{Bereichesimin; : : : ; imax betrachten. In Abh�angigkeit von beiden Parametern imin und imax l�a�tsich �2=g lediglich in einem dreidimensionalen Graphen darstellen. Abb. 4.13 zeigtBeispiele f�ur diese Abh�angigkeiten f�ur die Korrelationsl�angen von Spin und Energie-dichte eines Systems. Wegen der Bedingung imin � imax liegen die relevanten Werte�uber der Grund�ache eines gleichseitigen Dreiecks. Ausgehend von einem klar ausge-bildeten Plateau{Bereich erkennt man deutlich den extrem steilen Anstieg von �2=gf�ur (zu) kleine Werte von imin: hier machen sich die systematischen Abweichungenvom rein exponentiellen Verhalten der Korrelationsfunktion f�ur kleine Abst�ande ibemerkbar, die �uberdies durch die besonders kleinen Fehler der Sch�atzungen Ĝ(i)in diesem Bereich einen �uberproportionalen Einu� auf den Wert von �2=g nehmen.Am anderen Ende des Bereiches zeigt sich f�ur gro�e imax wiederum ein (allerdingsacherer) Anstieg, der vom Einu� der endlichen L�ange Ly der Streifen gem�a� Kap.4.2 herr�uhrt; in der N�ahe der Hypotenuse des Dreiecks schlie�lich zeigt sich ein"Ausfransen\ des Plateaus durch den Abfall der Breite des Bereiches imin; : : : ; imax.W�ahrend f�ur �� das Plateau etwa auf der H�ohe �2=g = 1 liegt, was sinnvolle Er-gebnisse f�ur das Optimierungsverfahren verspricht, liegt es f�ur �� deutlich niedriger(etwa bei 0:5), was zu den oben erl�auterten Problemen bei der Optimierung f�uhrt.Weitere Informationen liefern Schnitte durch dieses Gebirge wie sie in Abb. 4.14 f�ur�� gezeigt sind: hier zeichnet sich die M�oglichkeit eines verbesserten Verfahrens zurBestimmung des optimalen Bereiches anhand der hinzugewonnnen Information ab.Setzt man sich als Ziel die Maximierung der Bereichsausdehnung imax � imin + 1,was angesichts des �ubergeordneten Ziels, mit den gegebenen Daten eine m�oglichsthohe Genauigkeit der Endergebnisse zu erreichen, sinnvoll erscheint und beobachtetdabei das Verhalten von �2=g im Sinne einer Nebenbedingung, etwa �2=g < 1:5, sokann man hierbei folgenderma�en vorgehen:1. Zun�achst wird die Grenze imax bestimmt, da sie im Sinne des o.g. schw�acheren
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Abb. 4.13: �2=g f�ur die Bildung der Mittelwerte �� f�ur die Korrelationsl�angen von Spin(oben) und Energiedichte (unten) in Abh�angigkeit von den Plateau{Grenzen imin und imaxf�ur ein 18 � 344{System mit periodischen Randbedingungen. Im Falle von ��� sind aus re-produktionstechnischen Gr�unden nur die Punkte mit geraden Werten von imin und imaxeingezeichnet. Im Falle von ��� ist nur der Parameterbereich der i ber�ucksichtigt, f�ur den �̂nach der Di�erenzenmethode wohlde�niert ist.
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Abb. 4.14: Schnitte durch den Graphen von �2=g(imin; imax) gem�a� Abb. 4.13 f�ur ��� .Zun�achst wurde als deutlich auf dem Plateau gelegener Wert imin = 25 gew�ahlt. Im Schnittf�2=g j imin = 25g (oben) erkennt man den Anstieg von �2=g zu sehr gro�en Abst�andenimax hin, der von der endlichen L�ange Ly der Streifen herr�uhrt. Hieraus wurde imax = 110bestimmt. Der Schnitt f�2=g j imax = 110g (unten) zeigt den explosionsartigen Anstieg von�2=g f�ur etwa imin < 15. Mit einem gewissen "Sicherheitsabstand\ wurde hier imin = 20gew�ahlt. Die langreichweitigen Korrelationen haben ihre Ursache in der Wahl � = 4 in(4.15).



92 KAPITEL 4. ABGLEICH DER METHODEN: DAS 2D ISING{MODELLAnstieges (d.h. der gr�o�eren Fehler der dortigen �̂(i)) die unproblematischereBeschr�ankung darstellt. Dazu w�ahlt man aus der dreidimensionalen Darstel-lung �2=g(imin; imax) ein i+min aus, das deutlich innerhalb des Plateaus liegt(aber noch nicht optimal ist). Im Schnitt f�2=g j imin = i+ming bestimmt mannun die rechte Grenze i�max des dortigen Plateaus von �2=g.2. In einem zweiten Schritt l�a�t sich dann anhand des Schnittes f�2=g j imax =i�maxg die wichtigere Grenze i�min sehr leicht bestimmen, da der Plateau{Bereichsehr scharf vom Anstieg von �2=g f�ur zu kleine imin abgegrenzt ist.W�ahrend die Methode der Minimierung von j�2=g � 1j selbst im Falle der Spin{Korrelationsl�ange aufgrund statistischer Schwankungen dazu neigt, f�ur verschiedeneSysteme stark schwankende Bereichsl�angen imax�imin+1 vorzuschlagen, was zu einerungerechtfertigten Schwankung der Gewichte dieser Ergebnisse f�uhrt, lassen sich mitdem hier angegebenen Verfahren weitgehend konstante, bzw. mit wachsender L�angeLy der Streifen ansteigende, Bereiche der Mittelung ausw�ahlen. Wir haben daher dieendg�ultige Analyse aller Produktionsl�aufe mit Hilfe dieser Methode vorgenommen.4.4.6 Spezielle Verfahren: Double Jackknife Bias Corrected Esti-matorsOben in Kap. 4.4.2 wurde die Anwendung der Jackknife{Methode zur Bias{Reduktion der Sch�atzer �̂(i) f�ur die Korrelationsl�angen beschrieben. Wendet mandiese an, so wird jedoch die Fehler{Rechnung gem�a� Kap. 4.4.1 ung�ultig: die Bias{Sch�atzung addiert zum urspr�unglichen Sch�atzer einen Term, der selbst wiederumeine uktuierende Zufallsvariable darstellt und somit zur Varianz des korrigiertenSch�atzers beitr�agt. F�ur solche korrigierten Sch�atzer ist eine konsistente Fehlerrech-nung durch das in Kap. 3.2.2 beschriebene Verfahren des doppelten Jackkni�ng(Double Jackknife Bias Corrected Estimators) m�oglich. Dazu bildet man Jackknife{Bl�ocke zweiter Ordnung und erh�alt einen Satz von biaskorrigierten Jackknife{Sch�atzern f�ur die Korrelationsl�angen:~�(s)(i) = (n� 1)�̂(s)(i)� (n� 2)�̂(s)(�)(i);~�(�)(i) = 1nXs ~�(s): (4.50)



4.4. FEHLERRECHNUNG 93Mit ihrer Hilfe l�a�t sich dann eine Jackknife{Varianz{Sch�atzung in der �ublichenWeise angeben: \VAR(~�(i)) = n� 1n Xs h~�(s)(i)� ~�(�)(i)i2: (4.51)Ebenso lassen sich analog die Korrelationen der korrigierten Sch�atzer ~�(i) unterein-ander bestimmen. Mit diesem Werkzeug kann man nun die gesamte in diesem Ka-pitel beschriebene Fehleranalyse | die gewichtete Mittelung zur Bestimmung von�� und die �2{Methode der Plateau{Absch�atzung | auch unter Verwendung vonbiaskorrigierten Sch�atzern vornehmen. Oben hatten wir gesehen, da� der E�ekt derBias{Korrektur eher gering ist und damit die Notwendigkeit ihrer Anwendung frag-lich. Eine erneute Untersuchung lohnt hier vor allem deshalb, weil die Mittelung der�̂(i) �uber das Plateau die rein statistischen Fehler (unter Vernachl�assigung der Kor-relationen) um einen Faktor 1=p�i, �i = imax� imin+ 1 reduziert, die durch einenBias der Sch�atzer hervorgerufenen systematischen Abweichungen jedoch a priori un-ber�uhrt l�a�t; daher kann sich das Verh�altnis der Bias{Korrektur zu den statistischenFehlern zugunsten der ersteren noch verschieben.Wie Tab. 4.5 zeigt, f�allt die Bias{Korrektur in der Summe der Mittelwerte ��tats�achlich deutlich st�arker ins Gewicht als bei ihrer Anwendung auf die Einzelwerte�̂(i) in Kap. 4.4.2. Besonders gilt dies f�ur den Fall der Energie{Korrelationsl�ange:hier werden die Schwankungen der Sch�atzungen �̂(i) f�ur wachsende Abst�ande schnellsehr gro� und gleichzeitig liefert das Jackknife{Verfahren Bias{Korrekturen in derGr�o�enordnung der Varianzen selbst. Der allgemeinen Erfahrung mit der Jackknife{Methode nach [31] ist es etwa ab einem Verh�altnis \BIAS=q\VAR & 1=4 sinnvoll,ein Bias{Reduktions{Verfahren anzuwenden. Auf die gesch�atzten Varianzen hat dasDouble Jackknife Verfahren dagegen erstaunlicherweise nur einen geringen Einu�;im Sinne einer gewissen Konstanz der in einem Sample enthaltenen Informations-menge w�urde man erwarten, da� der vermehrte Einsatz dieser Information zurm�oglichst erwartungstreuen, "genauen\ Bestimmung der Me�gr�o�en in einem ent-sprechenden Ansteigen der Schwankungen der korrigierten Sch�atzer resultiert. Indieser Hinsicht ist die Anwendung der Jackknife{Bias{Korrektur hier o�enbar nochdurchaus unbedenklich. Eine Ausnahme bildet hier wiederum der Rand des Plateausder Sch�atzungen f�ur die Korrelationsl�ange der Energiedichte, wo die Bias{Korrekturder einzelnen Punkte die Varianzsch�atzung des Double Jackknife Verfahrens ge-gen�uber der urspr�unglichen Sch�atzung deutlich in die H�ohe treibt. Andererseits mu�man den erheblichen Rechenaufwand f�ur eine solche Jackknife{Analyse zweiter Ord-nung als Kosten mit in die Erw�agung einbeziehen: ist die Fehler{Analyse insgesamt



94 KAPITEL 4. ABGLEICH DER METHODEN: DAS 2D ISING{MODELLGr�o�e unkorrigiert korrigiert Abweichung/�� Abweichung/q\VAR��� 12.673083 12.672610 0.03% 6.5%q\VAR(���) 0.00589421 0.00589406 0.003%��� 1.581975 1.581245 0.05% 13%q\VAR(���) 0.00558219 0.00558628 4%Tab. 4.5: E�ekt einer Jackknife{Bias{Korrektur auf Mittelwert und Varianz der Korrelationsl�angendes 10 � 192{Beispielsystems mit periodischen Randbedingungen. Um einen sinnvollen Vergleichder Werte zu erm�oglichen, wurden die mit der �2{Methode ermittelten Grenzen f�ur die Mittelungder �̂(i) f�ur das unkorrigierte Sample auch f�ur die biaskorrigierten Sch�atzungen verwandt. Da |insbesondere im Falle der Spin{Korrelationsl�ange | die Abweichungen j�2=g � 1j sehr klein sind,kann die Verwendung einer Bias{Korrektur n�amlich durchaus auch die Ergebnisse des Optimie-rungsverfahrens aus Kap. 4.4.5 ber�uhren.hier schon recht aufwendig, so multipliziert sich der Aufwand durch die Verwendungzweier Jackknife{Transformationen nochmals mit der Anzahl der Bl�ocke (hier biszu 2000). Zudem verschwindet der Bias der betrachteten Gr�o�en mit dem Verhal-ten 1=n mit einer Verl�angerung der Zeitreihen (Anzahl der Bl�ocke n) wesentlichschneller als die statistischen Schwankungen, die sich gem�a� 1=pn reduzieren; ab-seits vom asymptotische Bereich k�onnen jedoch die Amplituden der beiden Terme sounterschiedlich sein, da� der Bias durchaus eine Rolle spielt. Wir werden angesichtsdieses uneinheitlichen Bildes f�ur die Simulationen der dreidimensionalen Systeme,f�ur die vielleicht nur k�urzere Laufzeiten m�oglich sein werden, im Einzelfalle noch-mals abzuw�agen haben, ob eine kombinierte Bias{/Varianz{Analyse mit der DoubleJackknife Methode sinnvoll ist.4.5 Der Einu� der RandbedingungenBis auf wenige Ausnahmen war in den bisherigen Beispielen ausschlie�lich von Syste-men mit periodischen Randbedingungen die Rede; zumindest f�ur die dreidimensio-nalen Systeme sind es jedoch gerade die antiperiodischen Randbedingungen, f�ur dieman die interessanteren Ergebnisse erwartet (s.o. Kap. 2.6). Neben den eigentlichenE�ekten auf die Behauptungen f�ur die Verh�altnisse von Korrelationsl�angen, die wirhier untersuchen, ist auch der Einu� dieses Wechsels vom �ublichen periodischen



4.5. DER EINFLUSS DER RANDBEDINGUNGEN 95zum antiperiodischen Fall auf typische Kon�gurationen der Systeme von Interes-se. Daher scheinen hier einige Bemerkungen �uber charakteristische Unterschiedezwischen Systemen mit diesen unterschiedlichen Randbedingungen angebracht.Zun�achst stellt sich das technische Problem, den hier verwendeten Wol�{Cluster{Algorithmus von seiner �ublichen Implementation auf den Spezialfall antiperiodischerRandbedingungen zu adaptieren. Die Ber�ucksichtigung der Randbedingungen wirdin unserem Fall erleichtert durch die Beschr�ankung der Betrachtung auf N�achste{Nachbar{Wechselwirkungen; daher mu� der Vorzeichenwechsel �uber den Systemrandhinaus gem�a� s(x + Lx; y) = �s(x; y) (4.52)lediglich f�ur die diesem Rand direkt benachbarten Spin{Positionen ber�ucksichtigtwerden: weiter reicht der "Blick\ der Wechselwirkung nicht hinaus. Daher beschr�anktsich der Einu� der antiperiodischen Randbedingungen auf die Existenz einer Nahtvon antiferromagnetischen Bindungen entlang f(x; y)jx = 0g, denn aufgrund derskalarproduktartigen Wechselwirkung der O(n){Spin{Modelle ist eine Umkehr derOrientierung eines der beiden an der Wechselwirkung beteiligten Spins �aquivalentzu einem Vorzeichenwechsel der Wechselwirkungskonstante J vom ferromagneti-schen (J > 0) zum antiferromagnetischen (J < 0) Fall. F�ur die Implementationeines Cluster{Update{Algorithmus ergibt sich entsprechend der Fortuin{Kasteleyn{Darstellung eine Modi�kation der Wahrscheinlichkeit, mit der Bindungen �uber dieSystemgrenzen hinweg gesetzt werden. Werden Bindungen im Innern des Systemsmit der der Swendsen{Wang{Regel entsprechenden Wahrscheinlichkeitp = 1� exp(�2K) (4.53)gesetzt, so wird f�ur eine f�ur das System fest gegebene Wechselwirkungskonstante J =K=� > 0 eine Bindung �uber eine mit antiperiodischen Randbedingungen verseheneSystemgrenze hinweg mit der Wahrscheinlichkeitp0 = 1� exp(2K) (4.54)aktiviert. Es ist leicht einzusehen, da� es sich bei dieser Regel auch weiterhin umeinen zul�assigen MC{Update{Algorithmus handelt: Ergodizit�at ist trivialerweise ge-geben, da auch in diesem Fall der Update einzelner Spins m�oglich bleibt und somitjede Kon�guration in endlicher Zeit erreicht werden kann; die Bedingung der detail-lierten Balance ist, wie man an (3.7) abliest, erf�ullt, da die angegebene Modi�kation



96 KAPITEL 4. ABGLEICH DER METHODEN: DAS 2D ISING{MODELLder Swendsen{Wang{Regel gerade der �Anderung des Boltzmann{Faktors durch dasEinf�uhren einer antiferromagnetischen Bindung entspricht.Wie wirken sich die Randbedingungen auf die Kon�gurationen der Systeme aus?Abb. 4.15 zeigt einige typische Zust�ande der hier simulierten Systeme f�ur die beidenArten von Randbedingungen. Grunds�atzlich bedingt die stark anisotrope Geometrieder Systeme eine entsprechende Anisotropie der Cluster{Verteilung: zumindest f�urperiodische Randbedingungen dehnen sich die (geometrischen) Cluster in der trans-versalen, kurzen Richtung in der Regel nahezu �uber die gesamte Breite des Systemsaus, w�ahrend sie nur jeweils einen Bruchteil der Gr�o�e des Systems in longitudi-naler Richtung ausmachen; es ergibt sich daher in L�angsrichtung ein Muster vonQuerstreifen von entgegengesetzt orientierten Clustern. W�ahrend sich die periodi-schen Randbedingungen in einem h�au�gen Hinausreichen der sichtbaren Cluster{Strukturen �uber die transversalen Systemgrenzen hinweg manifestieren, erzeugendie antiperiodischen Randbedingungen eine Pr�aferenz zur Spinumkehr an den Sy-stemgrenzen und damit im Mittel eine Grenz�ache im System; in diesem Fall sinddie stochastischen Cluster, wie sie durch die Bindungsstruktur de�niert sind, entge-gen dem �ublichen Fall u.U. sogar gr�o�er als die sichtbaren, geometrischen Cluster.Da f�ur jedes endliche System am kritischen Punkt die Magnetisierung im Gleich-gewicht verschwindet und die Verwendung antiperiodischer Randbedingungen eineortsfeste Grenz�ache am Rand des System de�niert, entsteht im Inneren des Sy-stems eine zweite, uktuierende Grenz�ache entlang der y{Richtung, in der sich dieSpinorientierung ein zweites Mal umkehrt.Die durchschnittliche Cluster{Gr�o�e hjCji skaliert nicht nur erwartungsgem�a� mitder Gr�o�e der Systeme, sondern ist auch | wie in den Abbildungen zu erahnen |f�ur die Systeme mit antiperiodischen Randbedingungen systematisch kleiner als f�ursolche mit periodischen Randbedingungen. F�ur die hier zu messenden Korrelationen(diese anschauliche Erl�auterung betri�t nat�urlich in erster Linie die lokale Magne-tisierung) erkl�aren sich hieraus die (auch sp�ater f�ur die dreidimensionalen Systeme)um einen Faktor 2� 3 reduzierten Korrelationsl�angen und die damit einhergehendeSchwierigkeit, diese aus einem deutlich reduzierten Plateau{Bereich der Sch�atzungen�̂(i) zu bestimmen.
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Abb.4.15:EinigetypischeKon�gurationenderStreifensystemef� urdas2DIsing{Modellmitpe-
riodischen((a),(c),(e))undantiperiodischen((b),(d),(f))Randbedingungen.DieSystemgr� o�en
betrugen:20�382((a),(b)),15�286((c),(d))und10�192((e),(f)).DieschwarzenBereiche
entsprechenGebietenmits=�1,diewei�ensolchenmits=+1.DieSystemewurdenmiteiner
gleichverteilt{zuf� alligenKon�gurationgestartetund� aquilibriert.



Kapitel 5
2D Ising{Modell: Simulationenund Ergebnisse
Mit den bisher entwickelten Werkzeugen lassen sich die Korrelationsl�angen von loka-ler Magnetisierung und Energiedichte in einzelnen Systemen zuverl�assig und weitge-hend "automatisiert\, also frei von subjektiven Unw�agbarkeiten, bestimmen. Um zueinem m�oglichst genauen Endergebnis f�ur die Amplituden A gem�a� � = AL und dasVerh�altnis ��=�� zu gelangen, bieten sich zwei verschiedene Wege an: verwendet mandie verf�ugbare Rechenzeit vollst�andig auf die Simulation eines Systems (oder wenigerSysteme) gegebener Gr�o�e, so l�a�t sich f�ur dieses eine sehr hohe statistische Genauig-keit erzielen (dieser Weg wurde in der Arbeit von Weston [85] beschritten); zugleichist diese Vorgehensweise jedoch unemp�ndlich gegen�uber systematischen Fehlern,die mit der linearen Systemgr�o�e Lx skalieren. Daher werden wir hier einen zweitenWeg w�ahlen und einen gewissen Bereich von Systemgr�o�en Lx durch Simulationensystematisch durchlaufen. Auf diese Weise wird zwar die L�ange der Zeitreihen dereinzelnen Systeme (bei einer gegebenen zur Verf�ugung stehenden Rechenzeit) erheb-lich kleiner ausfallen, nur so l�a�t sich jedoch das prognostizierte Skalenverhalten derKorrelationsl�angen direkt �uberpr�ufen und gegebenenfalls Abweichungen von diesemVerhalten erkennen. 98



5.1. SIMULATIONSPARAMETER 995.1 SimulationsparameterF�ur das Ising{Modell in zwei Dimensionen wurden Systeme bis zur Gr�o�e 20� 382simuliert; die Systemgr�o�en in der y{Richtung wurden dabei entsprechend der ausden Vorsimulationen gewonnen Sch�atzungen f�ur A� skaliert. Aus den in Kap. 4.2angegebenen Gr�unden haben wir hier auf eine Di�erenzierung der Systemgr�o�enin Abh�angigkeit von der Wahl der Randbedingungen verzichtet. Die Tabellen 5.1und 5.2 geben einen �Uberblick �uber die f�ur die Produktionsl�aufe relevanten Para-meter der Systeme. Die integrierten Autokorrelationszeiten wurden mit der in Kap.4.2 beschriebenen Binning{Methode bestimmt, ohne jedoch hierauf eine bemerkens-werte Rechenzeit zu verwenden, da die Werte nur zur �uberschl�agigen Bestimmungeiner sinnvollen Frequenz von Messungen zu dienen hatten (entsprechend wurde hierauch auf eine Fehlerrechung verzichtet); die Me�frequenz wurde zu 1=�int festgelegt.Bei der Festlegung der Block{L�ange f�ur die Produktionsl�aufe war der bestimmendeFaktor weniger durch die f�ur die Jackknife{Analyse erforderliche statistische Un-abh�angigkeit der Block{Werte gegeben | entsprechend der gew�ahlten Frequenzvon Messungen sind ja schon die Einzel{Me�werte nahezu unabh�angig |, sondernvielmehr durch Restriktionen des verf�ugbaren Plattenspeicherplatzes.Die Systeme mit periodischen Randbedingungen wurden als erste untersucht; da-her sind hier einige Parameter im Vergleich mit den vorstehenden diesbez�uglichenBemerkungen noch etwas "�ubervorsichtig\ gew�ahlt. Zudem wurde auf einige Anpas-sungen verzichtet, die bei den dreidimensionalen Systemen zur Anwendung kommenwerden und daher oben erw�ahnt wurden; so ist die (systematische) Variation der ge-messenen Autokorrelationszeiten f�ur die Systeme mit antiperiodischen Randbedin-gungen so gering, da� hier eine einheitliche Me�frequenz gew�ahlt wurde. Mit Blickauf die G�ultigkeit der zu �uberpr�ufenden Aussagen im FSS{Limes wurden zun�achst,d.h. im Falle der periodischen Randbedingungen, die gro�en Systeme mit erh�ohterGenauigkeit untersucht (etwa 3 � 106 Messungen). Im weiteren Verlaufe der Unter-suchung wird sich herausstellen, da� es g�unstiger ist, die Rechenzeit auf die Ana-lyse m�oglichst vieler Systemgr�o�en breit zu verteilen; daher wurde f�ur die Systememit antiperiodischen Randbedingungen eine einheitliche Laufzeit aller Simulationengew�ahlt. Die Laufzeit der Simulationen skaliert nicht einfach mit der Anzahl dervorhandenen Spin{Positionen: die durchschnittliche Cluster{Gr�o�e, die die Laufzeitder Update{Schritte entscheidend bestimmt, h�angt n�amlich sowohl vom Verh�alt-nis Ly=Lx als auch von der Wahl der Randbedingungen ab. Zudem ben�otigen die



100 KAPITEL 5. 2D ISING{MODELL: SIMULATIONEN UND ERGEBNISSESystemgr�o�e t�Aquil(�) t�Aquil(�) n0 �int(�) �int(�) 1=f � n=�periodische Randbedingungen5 � 96 100 200 352000 5 10 44 2048 5126 � 116 150 200 352000 6 13 44 2048 5127 � 134 200 250 352000 7 15 44 2048 5128 � 154 200 250 352000 7 15 44 2048 5129 � 172 250 300 384000 8 15 48 2048 51210 � 192 300 300 30000 10 15 20 4096 51211 � 210 300 350 416000 10 15 52 2048 51212 � 230 350 350 416000 11 17 52 2048 51213 � 250 400 450 416000 11 18 52 2048 51214 � 268 400 450 448000 11 20 56 2048 51215 � 286 500 500 84000 11 22 56 2048 153616 � 306 550 600 84000 11 22 56 2048 153617 � 324 600 650 84000 11 22 56 2048 153618 � 344 600 650 84000 13 22 56 2048 153619 � 362 650 700 84000 13 22 56 2048 102420 � 382 700 750 84000 14 23 56 2048 1536Tab. 5.1: Simulationsparameter f�ur die Produktionsl�aufe der 2D Ising{Systeme mit periodischenRandbedingungen. t�Aquil(�) bzw. t�Aquil(�) entspricht der gemessenen zum Erreichen des Gleichge-wichts ben�otigten Dauer von Wol�{Update{Schritten f�ur die KorrelationsfunktionenG(i) von Spinbzw. Energiedichte und einen Abstand i am Beginn des Plateaus. Bei den Produktionsl�aufen wurdemit den Messungen nach n0 Schritten begonnen; sie erfolgten nach jeweils 1=f Wol�{Updates. Dien Messungen wurden zu n=� Bl�ocken der L�ange � zusammengefa�t.
Messungen einen erheblichen Teil der gesamten Rechenzeit, da zur Bestimmung derKorrelationsfunktionen viele zeitaufwendige Multiplikationen notwendig sind. Umeinen Anhaltspunkt zu geben: die gesamte Laufzeit des 20 � 382{Systems mit an-tiperiodischen Randbedingungen auf einem PentiumPro{System (180 MHz) betrugca. 28 CPU{Stunden.



5.2. ERGEBNISSE: FSS DER KORRELATIONSL�ANGEN 101Systemgr�o�e t�Aquil(�) t�Aquil(�) n0 �int(�) �int(�) 1=f � n=�antiperiodische Randbedingungen5 � 96 200 300 20000 5 22 40 8192 5126 � 116 200 300 20000 6 13 40 8192 5127 � 134 200 350 20000 7 32 40 8192 5128 � 154 250 350 20000 4 22 40 8192 5129 � 172 250 350 20000 5 30 40 8192 51210 � 192 250 400 20000 7 30 40 8192 51211 � 210 300 450 20000 7 23 40 8192 51212 � 230 300 500 20000 9 28 40 8192 51213 � 250 350 500 20000 10 23 40 8192 51214 � 268 350 600 20000 9 24 40 8192 51215 � 286 350 600 20000 9 26 40 8192 51216 � 306 450 650 20000 8 30 40 8192 51217 � 324 500 650 20000 13 32 40 8192 51218 � 344 600 800 20000 12 35 40 8192 51219 � 362 700 1000 20000 15 30 40 8192 51220 � 382 800 1100 20000 13 20 40 8192 512Tab. 5.2: Simulationsparameter f�ur die Produktionsl�aufe der 2D Ising{Systeme mit antiperiodi-schen Randbedingungen.5.2 Ergebnisse: FSS der Korrelationsl�angenAuf die Zeitreihen der Produktionsl�aufe wurden die im vorangegangenen Kapitelbeschriebenen Analysemethoden angewandt: zun�achst wurden mit Hilfe der Di�e-renzenmethode die Sch�atzungen �̂(i) f�ur die Korrelationsl�angen von Spin und Ener-giedichte generiert. Mittels einer Jackkni�ng{Analyse wurde eine Sch�atzung f�ur dieKovarianzmatrix der �̂(i) bestimmt. Auf eine Jackknife{Bias{Reduktion wurde hieraus den oben in Kap. 4.4.6 erw�ahnten Gr�unden verzichtet.Zur Bestimmung des Plateau{Bereichs imin; : : : ; imax der Sch�atzungen �̂(i) zur Mitte-lung wurde eine systematische Analyse der Funktion �2=g(imin; imax) vorgenommenwie sie in Kap. 4.4.5 beschrieben wurde. Um als Voraussetzung hierf�ur eine Gl�attungdes Plateau{Bereiches zu erreichen, wurde hier erstmals von der Wahl � = 1 in(4.15) abgewichen; da der Abfall der Korrelationsfunktionen von den zugeh�origen



102 KAPITEL 5. 2D ISING{MODELL: SIMULATIONEN UND ERGEBNISSEKorrelationsl�angen bestimmt wird und diese ihrerseits mit der transversalen Sy-stemgr�o�e Lx skalieren, scheint es sinnvoll auch die verwendeten Abst�ande � ent-sprechend mit zu vergr�o�ern: h�alt man �=� �uber die verschiedenen Systeme hinwegkonstant, so vergleicht man f�ur alle Systeme die gleichen Di�erenzen G(i)�G(i��),so da� auch der Signal{Rausch{Abstand, abgesehen vom Einu� der absoluten Sy-stemgr�o�e selbst, d.h. etwa vom E�ekt der Projektion der Schichtenmethode etc.,konstant bleibt. Da die Schwankungen der G(i) in erster Linie im Falle der Korre-lationsfuntkion der Energiedichte eine Rolle spielen, wurde f�ur den Vergleich von �und � die Korrelationsl�ange �� verwendet und auf eine Di�erenzierung der Abst�ande� zwischen den Untersuchungen von �� und �� verzichtet. Was die Amplitude derSkalierung dieser Abst�ande � anbelangt, so ist zu beachten, da� eine Vergr�o�erungdes Abstandes die Di�erenzenmethode auch immer weiter in den systematisch ab-weichenden Bereich kleiner Abst�ande i eingreifen l�a�t und so den dortigen Abfallder Sch�atzungen �̂ gl�attet, was die exakte Bestimmung des minimal zul�assigen imindurch Beobachtung von �2=g erschwert. Als Kompromi� zwischen beiden E�ektenwurde hier der Abstand � zu � 2�� gew�ahlt, was zu den in den Tabellen 5.3 und5.4 verzeichneten Werten f�uhrt.Zum Vergleich mit den Aussagen aus Kap. 4.5 sind dort neben den Ergebnissen f�urdie Korrelationsl�angen von lokaler Magnetisierung und Energiedichte in Abh�angig-keit von der transversalen Systemgr�o�e Lx auch die Ergebnisse f�ur die durchschnittli-chen Cluster{Gr�o�en hjCji aufgef�uhrt: in den Systemen mit antiperiodischen Rand-bedingungen sind die (stochastischen) Cluster des Wol�{Algorithmus im Durch-schnitt nur etwa halb so gro� wie in den entsprechenden Systemen mit periodischenRandbedingungen. F�ur die Korrelationsl�angen der Energiedichte verbleiben auchnach der Anwendung einer genaueren Analyse von �2=g noch relativ gro�e Schwan-kungen der zugeh�origen gesch�atzten Varianzen. Hier stehen jedoch insgesamt (wiein den Tabellen 5.3 und 5.4 zu erkennen ist) so wenige Werte{Tripel von G(i) zurVerf�ugung, auf die sich die Di�erenzenmethode anwenden l�a�t, da� solche Schwan-kungen nicht zu vermeiden sind, denn diese Fehler fallen ja (im wesentlichen) mitder Wurzel des Kehrwertes der L�ange imax � imin + 1 des eingehenden Bereiches ab.Um das Finite Size Scaling der Korrelationsl�angen zu veranschaulichen, kann mandiese nun gegen die transversalen Systemgr�o�en Lx auftragen. Diese Graphen zeigendie Abbn. 5.1 und 5.2 f�ur die beiden untersuchten Arten von Randbedingungen.Man erkennt in allen F�allen klar ein lineares Skalenverhalten wie es der Voraussageentspricht. An der Gr�o�e der Fehlerbalken zeigt sich der schon erw�ahnte grunds�atz-
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Abb. 5.1: FSS{Graphen f�ur die Korrelationsl�angen von lokaler Magnetisierung (oben) undEnergiedichte (unten) des 2D Ising{Modells mit periodischen Randbedingungen f�ur Systememit Lx = 5 bis Lx = 20. Die einzelnen Punkte entsprechen den Mittelwerten �� �uber denPlateau{Bereich; die Fehler sind die entsprechenden Endergebnisse der Jackknife{Analyse.
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Abb. 5.2: FSS{Graphen f�ur die Korrelationsl�angen von lokaler Magnetisierung (oben) undEnergiedichte (unten) des 2D Ising{Modells mit antiperiodischen Randbedingungen f�urSysteme mit Lx = 5 bis Lx = 20.



5.2. ERGEBNISSE: FSS DER KORRELATIONSL�ANGEN 105System ��� q\VAR imin{imax ��� q\VAR imin{imax � hjCjiVperiodische Randbedingungen5 � 96 6.2539 0.0043 5 { 31 0.8236 0.0045 4 { 9 2 9.7%6 � 116 7.5416 0.0048 5 { 48 0.9794 0.0089 5 { 9 2 9.2%7 � 134 8.8334 0.0058 6 { 51 1.1234 0.0157 6 { 10 2 9.0%8 � 154 10.1010 0.0059 6 { 55 1.2843 0.0088 6 { 10 3 8.7%9 � 172 11.3825 0.0070 7 { 53 1.4632 0.0139 7 { 11 3 8.5%10 � 192 12.6786 0.0076 8 { 80 1.6108 0.0198 8 { 15 3 8.3%11 � 210 13.9429 0.0096 10 { 80 1.7848 0.0229 9 { 16 4 8.1%12 � 230 15.2353 0.0094 11 { 82 1.9086 0.0176 9 { 18 4 7.9%13 � 250 16.4869 0.0125 14 { 80 2.0612 0.0151 9 { 18 4 7.7%14 � 268 17.7641 0.0133 14 { 82 2.2281 0.0138 9 { 19 4 7.7%15 � 286 19.0516 0.0092 17 {118 2.4222 0.0202 12 { 23 5 7.6%16 � 306 20.3316 0.0095 17 {105 2.5501 0.0179 12 { 24 5 7.4%17 � 324 21.6315 0.0097 18 {115 2.7206 0.0153 12 { 28 5 7.3%18 � 344 22.8831 0.0106 20 {110 2.8704 0.0159 13 { 26 6 7.2%19 � 362 24.1491 0.0148 22 {112 3.0272 0.0260 14 { 26 6 7.1%20 � 382 25.4183 0.0122 22 {120 3.1524 0.0192 14 { 27 6 7.0%Tab. 5.3: Mittelwerte �� f�ur die Korrelationsl�angen von Spin und Energiedichte des zweidimensio-nalen Ising{Modells mit periodischen Randbedingungen. Die Gr�o�e hjCji=V gibt den durchschnitt-lichen Anteil der Spins an, deren Orientierung bei einem Wol�{Cluster{Update umgekehrt wird.Mit diesem Faktor ist die Gesamtzahl der Wol�{Updates zu multiplizieren, um eine Angabe inMetropolis{�Aquivalenten (Sweeps) zu erhalten.liche Anstieg der Anforderungen an die Simulation beim �Ubergang von �� zu �� undanalog beim Wechsel von periodischen zu antiperiodischen Randbedingungen. Auchwenn die Linearit�at in dieser Darstellung | abgesehen von statistischen Schwan-kungen | nahezu perfekt zu sein scheint, so t�auscht dieser Eindruck dennoch: eineAuftragung nicht von �(Lx) selbst, sondern der Amplitude A = �=Lx wie sie in denAbbn. 5.3 und 5.4 gezeigt ist, o�enbart f�ur alle vier Korrelationsl�angen einen Ver-lauf, der erst asymptotisch f�ur Lx ! 1 konstant wird. Bei einer Bewertung dieserGraphen sollte man immer die eigentlichen FSS{Darstellungen Abbn. 5.1 und 5.2 imAuge behalten: es handelt sich bei den Korrektur{Plots doch um sehr sensible Dar-stellungen und es ist apriori keineswegs klar, da� sich Korrekturen zum f�uhrenden



106 KAPITEL 5. 2D ISING{MODELL: SIMULATIONEN UND ERGEBNISSESystem ��� q\VAR imin{imax ��� q\VAR imin{imax � hjCjiVantiperiodische Randbedingungen5 � 96 2.2197 0.0054 7 { 21 0.4414 0.0008 2 { 4 1 5.4%6 � 116 2.6318 0.0026 6 { 22 0.5161 0.0038 3 { 5 1 5.1%7 � 134 3.0373 0.0034 7 { 20 0.5823 0.0028 3 { 5 1 4.8%8 � 154 3.4576 0.0049 9 { 30 0.6468 0.0021 3 { 6 1 4.6%9 � 172 3.8672 0.0025 7 { 31 0.7348 0.0071 4 { 6 1 4.5%10 � 192 4.2889 0.0032 9 { 34 0.8123 0.0090 5 { 9 2 4.3%11 � 210 4.7100 0.0038 10 { 33 0.9090 0.0183 6 { 9 2 4.2%12 � 230 5.1347 0.0041 11 { 36 0.9914 0.0181 6 { 9 2 4.1%13 � 250 5.5548 0.0049 12 { 43 1.0350 0.0121 6 { 11 2 4.0%14 � 268 5.9680 0.0050 12 { 29 1.1385 0.0095 6 { 11 2 3.9%15 � 286 6.3958 0.0051 13 { 40 1.2124 0.0233 7 { 10 2 3.8%16 � 306 6.8158 0.0049 14 { 53 1.2789 0.0121 7 { 12 3 3.8%17 � 324 7.2287 0.0044 14 { 52 1.3825 0.0222 8 { 13 3 3.7%18 � 344 7.6570 0.0043 14 { 56 1.4290 0.0170 8 { 15 3 3.6%19 � 362 8.0821 0.0054 16 { 55 1.5112 0.0144 8 { 16 3 3.6%20 � 382 8.5087 0.0054 16 { 56 1.5894 0.0253 9 { 16 3 3.5%Tab. 5.4: Mittelwerte �� f�ur die Korrelationsl�angen von Spin und Energiedichte des zweidimensio-nalen Ising{Modells mit antiperiodischen Randbedingungen.FSS{Verhalten gegen�uber den Fehlern der Datenpunkte noch au�osen lassen.5.3 Korrekturen zum FSSEs ist bekannt [75], da� die Theorie des FSS wie sie oben in Kap. 2 dargestelltwurde, f�ur Systeme auf diskreten Gittern nicht exakt g�ultig ist, sondern da� viel-mehr Korrekturen zum hieraus erhaltenen f�uhrenden Verhalten zu erwarten sind.Eine Abweichung vom rein linearen FSS{Verhalten wie sie die Abbn. 5.3 und 5.4aufzeigen, ist mithin von dieser Warte aus nicht verwunderlich. Eine Analyse derVoraussetzungen der oben angegebenen Ableitungen zeigt den Ursprung solcher Kor-rekturen auf. Zun�achst soll daher dieses Ph�anomen im Rahmen der genannten Theo-rien diskutiert werden, um dann im folgenden Abschnitt �uberlegen zu k�onnen, wie
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Abb. 5.3: Verlauf der Sch�atzungen f�ur die Amplituden Â = ��=Lx des FSS der Korrelati-onsl�angen von Spin und Energiedichte f�ur periodische Randbedingungen. Die waagrechtenLinien zeigen die f�uhrenden Amplituden A�;1 = 4=� � 1:27324 bzw. A�;1 = 1=(2�) �0:15915. Die schwarzen Kurven zeigen Fits an die Funktion � = ALx+BL�x , die Fitparame-ter sind in Kap. 5.3.2 angegeben. Die rote Kurve im oberen Bild zeigt die exakte Gitterl�osunggem�a� Tab. 5.5.
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Abb. 5.4: Verlauf der Sch�atzungen f�ur die Amplituden Â = ��=Lx des FSS der Kor-relationsl�angen von Spin und Energiedichte f�ur antiperiodische Randbedingungen. Diewaagrechten Linien zeigen die f�uhrenden Amplituden A�;1 = 4=(3�) � 0:42441 bzw.A�;1 = 1=(4�) � 0:07958.



5.3. KORREKTUREN ZUM FSS 109mit diesen Abweichungen im Hinblick auf das gesteckte Ziel einer Bestimmung derFSS{Amplituden umgegangen werden soll.5.3.1 Korrekturen zum KontinuumslimesIn der Ableitung der FSS{Gesetze in Kap. 2.4 wurden an zwei Stellen N�aherungengemacht, die exakte G�ultigkeit der gewonnenen Aussagen lediglich f�ur den FSS{Limes, der f�ur T = Tc durch den thermodynamischen Limes L ! 1 gegeben ist,garantieren. Ein Fallenlassen dieser Vereinfachungen f�uhrt dann zu entsprechendenKorrekturen zum f�uhrenden FSS{Verhalten, die sich f�ur endliche Systeme bemerkbarmachen:1. Das Verhalten der Skalenfelder bei einer Ann�aherung an den kritischen Punkt(bzw. dual dazu den thermodynamischen Limes) wurde als linear angenommen(vgl. Gl. (2.25)). In manchen F�allen ist es jedoch notwendig, das volle, u.U.nichtlineare, Skalenverhalten der Felder zu ber�ucksichtigen; man spricht dannauch von nichtlinearen Skalenfeldern. Eine Ber�ucksichtigung dieser Nichtli-nearit�at erzeugt analytische Korrekturterme zum f�uhrenden FSS{Verhalten.In der Terminologie der konformen Feldtheorie sind es gerade die sekund�arenOperatoren eines Modells, die f�ur solche Korrekturen verantwortlich sind.2. Im FSS{Limes tragen nur die relevanten Skalenfelder, d.h. solche mit RG{Eigenwerten yi > 0, zum FSS-Verhalten bei. Der Einu� der irrelevanten Ska-lenfelder mit yi < 0 nimmt mit jeder Anwendung der RG{Transformationgegen�uber dem der relevanten Felder mit einem Potenzgesetz ab und ver-schwindet daher im Limes unendlich vieler Iterationen der Transformationwie man sie auf ein unendlich gro�es System anwenden kann. F�ur ein endli-ches System mu� man jedoch die Reihe der Block{Transformationen sp�ate-stens dann abbrechen, wenn (zumindest in einer Raumrichtung) nur noch einBlock{Spin vorhanden ist, also nach endlich vielen Transformationen. Daherk�onnen in diesem Fall auch irrelevante Skalenfelder einen Einu� auf das Ska-lenverhalten haben. Sie f�uhren zu nicht{analytischen (singul�aren) Korrekturendes Skalenverhaltens, die durch Korrekturexponenten beschrieben werden.Diese Korrekturen lassen sich im Kalk�ul der konformen Feldtheorie durch eine sog.konforme St�orungsrechung ber�ucksichtigen [76, 24]. Kennt man den Gehalt eines



110 KAPITEL 5. 2D ISING{MODELL: SIMULATIONEN UND ERGEBNISSEModells an prim�aren Operatoren, so l�a�t sich das FSS{Verhalten etwa der Kor-relationsl�angen durch eine St�orungsreihe darstellen; bis zur ersten Ordnung erh�altman: ���1(L) = 2�L "xn + 2�akCnkn�2�L �xk�2# ; (5.1)wobei die xn die Skalendimensionen der St�oroperatoren darstellen und die Koe�zi-enten Cnkn aus einer sog. Operator{Produkt{Entwicklung resultieren und mit denMethoden der konformen Feldtheorie bestimmt werden k�onnen.Die Herleitung des geschlossenen Ausdrucks (2.70) f�ur die Korrelationsfunktioneneines prim�aren Operators auf der Streifengeometrie S1� IR in Kap. 2.5 nahm jedochkeinerlei Bezug auf ein endliches System; sie verwendete vielmehr eine Transforma-tion, die die gesamte komplexe Ebene, d.h. das unendlich gro�e System in zwei Di-mensionen, auf den Zylinder S1� IR "aufrollte\. Dennoch wurden auch hier implizitdie o.g. N�aherungen gemacht, sie treten hier lediglich in einer zur obigen Formu-lierung komplement�aren Form auf: hier ist es nicht die Endlichkeit, sondern viel-mehr die Diskretizit�at des betrachteten Gitters, die Anla� zu Korrekturen gibt. DieForm (2.70) f�ur die Korrelationsfunktion ist lediglich im Kontinuumslimes des Mo-dells exakt, nicht jedoch f�ur das Gittermodell. Der Einu� einer solchen Diskretisie-rung l�a�t sich recht anschaulich anhand einer Fourier{Darstellung der betrachtetenGr�o�e (d.h. der Korrelationsfunktion) verstehen. Man geht dabei von der Konti-nuumsl�osung des Problems aus und diskretisiert nicht die Funktion selbst, sondernihre Fourier{Transformierte und nimmt die R�ucktransformation des Ergebnisses alsAusdruck der Korrelationsfunktion des diskreten Modells. Dabei treten zun�achstzwei E�ekte auf:1. Die Endlichkeit des Systems in y{Richtung in Verbindung mit den in dieserRichtung verwendeten periodischen Randbedingungen f�uhrt zu einer Diskreti-sierung der erlaubten Moden: nur solche "Schwingungen\ sind m�oglich, die derPeriodizit�at des Systems in y{Richtung gen�ugen, d.h. in der Sprache der Wel-lenlehre gerade jene Wellenl�angen, die die Ausbildung einer stehenden Wellein y{Richtung erlauben, also � = Ly=n; n 2 N . Dies f�uhrt gerade zu denE�ekten endlicher L�angen Ly, die in Kap. 4.2 diskutiert wurden und kann da-her f�ur die beobachteten Korrekturen zum FSS nicht verantwortlich sein, dadie Streifenl�ange Ly so gro� gew�ahlt wurde (Ly � 15��), da� der E�ekt zuvernachl�assigen ist.2. Die Diskretizit�at des Gittermodells spiegelt sich in der Existenz eines unteren



5.3. KORREKTUREN ZUM FSS 111Abschneideradius f�ur die erlaubten Moden wider: extrem kurzwellige Modenmit � < 2a, wo a die Gitterkonstante ist, k�onnen auf dem diskreten Gitternicht realisiert werden und sind daher unphysikalisch. DerWegfall solcher kurz-reichweitigen Fluktuationen des betrachteten Skalenoperators im Gittermodellsollte jedoch die zugeh�origen Korrelationsl�angen gegen�uber dem Kontinuums{Fall eher zu klein erscheinen lassen, wohingegen etwa �� im Falle periodischerRandbedingungen gem�a� Abb. 5.3 f�ur kleine Systeme zu gr�o�eren Werten hinabweicht. Eine quantitative Absch�atzung in Anlehnung an [55] zeigt �uberdies,da� die hieraus resultierenden Korrekturen wesentlich kleiner sind als die be-obachteten Abweichungen.Die Durchf�uhrung der konformen St�orungsrechnung f�ur das Ising{Modell zeigt denGrund f�ur die Abweichungen auf: in der ersten Ordnung der St�orungsreihe (5.1)tr�agt als einziger St�oroperator die KombinationL2�2 � 35L�4 + �L2�2 � 35 �L�4 (5.2)bei [24], d.h. nur dieser Operator hat in dieser Ordnung eine nichtverschwindendeKoppelung Cnkn. Dabei stellen die Ln Elemente der Virasoro{Algebra analog zuden Elementen ln der Witt{Algebra gem�a� (2.63) dar. Dieser Operator beschreibtdie Brechung der Rotationssymmetrie durch das quadratische Gitter des diskretenModells! Betrachtet man die Voraussetzungen f�ur die Anwendung der Methoden derkonformen Feldtheorie auf ein Modell der statistischen Mechanik, so ist f�ur ein Git-termodell eben nicht nur die Homogenit�at (Invarianz unter Translationen) verletzt| diese Verletzung f�uhrt zu den oben im Rahmen der Fourieranalyse diskutiertenKorrekturen |, sondern auch die Isotropie (Invarianz unter Rotationen). Da beideBedingungen nur n�aherungsweise erf�ullt sind, kann daher die Anwendung einer kon-formen Transformation auf ein solches System nur im FSS{Limes exakte L�osungenliefern, f�ur endliche Gittergr�o�en m�ussen Korrekturen hinzukommen. Die Skalendi-mension des Operators (5.2) ist x = 4; daher sind die f�uhrenden Korrekturen imFSS der Korrelationsl�ange �� des Ising{Modells von der Ordnung L�2.Der spezielle Fall des zweidimensionalen Ising{Modells hat den Vorzug, da� zumin-dest f�ur bestimmte Observablen und Randbedingungen nicht nur die exakte L�osungdes Kontinuumsmodells, sondern sogar analytische Ausdr�ucke f�ur die Gittermodelleverf�ugbar sind, so da� hier ein Vergleich der mit anderen Methoden gewonnenen Er-gebnisse mit der exakten L�osung m�oglich ist. Insbesondere l�a�t sich f�ur die Systeme



112 KAPITEL 5. 2D ISING{MODELL: SIMULATIONEN UND ERGEBNISSEauf der Streifengeometrie S1 � IR mit periodischen Randbedingungen die Korre-lationsl�ange der lokalen Magnetisierung auch f�ur endliche Gitterl�angen Lx exaktangeben [26, 28, 69]:1��(Lx; K) = 12 [(1 + 3 + � � �+ 2Lx�1)� (0 + 2 + � � �+ 2Lx�2)] ;cosh r = cosh2 2Ksinh 2K � cos r�Lx ; (5.3)wobei K der Koppelung �J entspricht. Der E�ekt endlicher L�angen Ly ist hierinallerdings nicht ber�ucksichtigt, d.h. die Ausdr�ucke gelten f�ur Ly = 1. F�ur die kri-tische Koppelung Kc = 12 ln(1 +p2) ergibt eine Entwicklung in erster Ordnung derKorrekturen nach 1=Lx: ��(Lx) = 4�Lx  1� �224L2x + � � �! ; (5.4)was das Ergebnis der konformen St�orungstheorie f�ur den Korrekturexponentenbest�atigt1. Zum Vergleich mit den Ergebnissen dieser Simulation und zwischen derexakten L�osung (5.3) und der Ber�ucksichtigung lediglich der Korrekturen der erstenOrdnung gem�a� (5.4) sind die numerischen Werte f�ur diese Gr�o�en und den f�ur Simu-lationen heute etwa zug�anglichen Bereich der Ly in Tab. 5.5 zusammengestellt. ZumVergleich mit den Ergebnissen der Simulation ist der Verlauf der exakten L�osung��(Lx) in Abb. 5.3 zus�atzlich zum Ergebnis des Fits gem�a� Kap. 5.3.2 eingetragen.Wahrscheinlich l�a�t sich auch im Falle antiperiodischer Randbedingungen mit Hilfeeiner Transfermatrix{Rechnung die exakte L�osung f�ur die Spin{Korrelationsl�angeangeben und eventuell ist dies auch f�ur die Energie{Korrelationsl�angen m�oglich.Wir werden diese Fragen jedoch hier nicht weiter verfolgen, denn f�ur die schlie�lichzu untersuchenden dreidimensionalen Modelle lassen sich solche L�osungen nat�urlichnicht angeben, so da� hier ein Vergleich nicht m�oglich sein wird.5.3.2 Bestimmung der f�uhrenden AmplitudenDa im Falle der dreidimensionalen O(n){Spin{Modelle der genaue funktionale Zu-sammenhang �(Lx) nicht bekannt ist, mu� sp�atestens dort versucht werden, denasymptotischen Grenzwert der Amplituden A = �=Lx aus den gegebenen Daten f�ur1Die Korrekturamplitude l�a�t sich mit den Methoden der konformen Feldtheorie ebenfalls be-rechnen und auch dieses Ergebnis ist identisch mit der angegebenen exakten L�osung.



5.3. KORREKTUREN ZUM FSS 113Lx �exakt� (Lx) �exakt� =Lx �2:Ordg:� (Lx) �2:Ordg:� =Lx5 6.24855 1.24971 6.26148 1.252306 7.54523 1.25754 7.55217 1.258707 8.83387 1.26198 8.83788 1.262558 10.11796 1.26474 10.12047 1.265069 11.39929 1.26659 11.40098 1.2667810 12.67884 1.26788 12.68004 1.2680011 13.95716 1.26883 13.95804 1.2689112 15.23458 1.26955 15.23524 1.2696013 16.51132 1.27010 16.51184 1.2701414 17.78754 1.27054 17.78795 1.2705715 19.06335 1.27089 19.06369 1.2709116 20.33884 1.27118 20.33911 1.2711917 21.61405 1.27141 21.61427 1.2714318 22.88903 1.27161 22.88922 1.2716219 24.16383 1.27178 24.16399 1.2717920 25.43847 1.27192 25.43861 1.2719321 26.71298 1.27205 26.71310 1.2720522 27.98737 1.27215 27.98747 1.2721623 29.26165 1.27225 29.26174 1.2722524 30.53585 1.27233 30.53593 1.2723325 31.80997 1.27240 31.81004 1.2724026 33.08403 1.27246 33.08409 1.2724627 34.35802 1.27252 34.35808 1.2725228 35.63196 1.27257 35.63201 1.2725729 36.90585 1.27262 36.90589 1.2726230 38.17969 1.27266 38.17973 1.2726631 39.45350 1.27269 39.45354 1.2726932 40.72727 1.27273 40.72730 1.2727333 42.00101 1.27276 42.00104 1.2727634 43.27472 1.27279 43.27474 1.2727935 44.54840 1.27281 44.54842 1.27281Tab. 5.5: Exakte Werte f�ur die Spin{Korrelationsl�ange des 2D Ising{Modells auf der GeometrieS1�IR mit periodischen Randbedingungen. Die Spalten 2 und 3 zeigen die Korrelationsl�angen bzw.Amplituden gem�a� der vollen L�osung (5.3), die Spalten 4 und 5 die Entwicklung bis zur zweitenOrdnung (d.h. bis zur ersten Ordnung der Korrektur) gem�a� (5.4). Der Verlauf der Amplitudenist zu vergleichen mit der Amplitude A1 = 4=� � 1:27324.



114 KAPITEL 5. 2D ISING{MODELL: SIMULATIONEN UND ERGEBNISSEendliche L�angen Lx abzusch�atzen. Von der Aufgabenstellung her w�are hierzu eineMethode der numerischen Extrapolation geeignet, da diese keine speziellen Voraus-setzungen an die genaue funktionale Form des Verlaufs der �(Lx) machen, sondernlediglich allgemeine Vorbedingungen wie etwa die Darstellbarkeit der Folge durcheine Potenzreihe erfordern. Solche Extrapolationsmethoden werden zu eben diesemZweck etwa auf Ergebnisse aus Transfermatrix{Rechnungen angewandt [46]; dorthandelt es sich um den Ausgleich von systematischen, glatt verlaufenden Abwei-chungen von einem intendierten Verhalten. In unserem Falle liegen jedoch statistischuktuierende Daten vor, die eine solche einfache Fortschreibung des beobachtetenVerhaltens �uber den Rand des untersuchten Parameterbereiches hinaus nicht gestat-ten. Daher mu� man hier Zuucht nehmen zu entsprechenden statistisch fundiertenWerkzeugen, d.h. Methoden der Regressionsrechnung.Diese Vorgehensweise hat den Nachteil, da� die vorhandenen Daten nur an einenVerlauf von vorgegebener funktionaler Form angepa�t werden k�onnen (Fit); da diegenaue funktionale Abh�angigkeit �(Lx) (abgesehen von �� im Falle periodischerRandbedingungen) nicht bekannt ist, mu� man sich mit der allgemeinen Form einerpotenzartigen Korrektur zum rein linearen FSS{Verhalten begn�ugen, man pa�t alsodie Daten an eine Funktion der Form�(Lx) = ALx +BL�x (5.5)an, indem im Raum der Parameter (A;B; �) diejenige Kombination gesucht wird, diedie Abweichungsquadrate der zugeh�origen Funktionswerte von den Datenpunktenminimiert (Least{Square{Fit). F�ur den Exponenten � der Korrektur k�onnte manden sich aus der exakten L�osung ergebenden festen Wert � = �1 einsetzen2; da manaufgrund des Vorhandenseins h�oherer Ordnungen der Korrektur bei einem Fit derForm (5.5) jedoch einen e�ektiven Exponenten � sehen wird, der vom Exponentender ersten Korrekturordnung abweicht, erzeugt ein festes � einen systematischenFehler. Hier im zweidimensionalen Fall werden wir auf eine feste Vorgabe von �verzichten.Mit feldtheoretischen Methoden lassen sich auch in drei Raumdimensionen die Ex-ponenten der ersten Korrekturordnung in den FSS{Gesetzen gem�a� (5.4) f�ur dieO(n){Spin{Modelle n�aherungsweise angeben [88]; ihre Verwendung als feste Para-meter � f�ur den Fit{Proze� ist jedoch auch dort von fraglichem Wert, da f�ur jeden2Die Exponenten der ersten Korrektur zum FSS sind unabh�angig von der betrachteten Gr�o�e,nicht jedoch die zugeh�origen Amplituden.



5.3. KORREKTUREN ZUM FSS 115Bereich von endlichen L�angen Lx, der als Ausgangsmaterial zur Verf�ugung steht,auch h�ohere Ordnungen der Korrektur eine Rolle spielen, so da� eine erzwungeneAnpassung an ein Gesetz der Form (5.5) nicht f�ur den theoretisch zu erwartendenExponenten der ersten Korrekturordnung optimal wird, sondern f�ur einen e�ektivenExponenten �, der seinerseits vom betrachteten Parameterbereich der Lx abh�angigist. Dar�uber hinaus sind diese feldtheoretischen Werte f�ur die Korrekturexponentenselbst noch mit einem Fehler behaftet, der in diesem Fall zu ber�ucksichtigen w�are.Ob die Festlegung des Korrekturexponenten � auf den entsprechenden feldtheore-tischen Wert dennoch von Vorteil ist, mu� sich bei der Analyse der Daten f�ur diedreidimensionalen Systeme unten zeigen.Die erzwungene Mangelhaftigkeit dieser Vorgehensweise wird in unserem Falle etwasgemildert durch den Umstand, da� von dem so bestimmten Parametersatz (A;B; �)hier nur die f�uhrende Amplitude A von Interesse ist, da f�ur sie die zu untersuchen-de lineare Amplituden{Exponenten{Relation gilt. Mit anderen Worten: es geht hierlediglich um eine Korrektur, ein Herausrechnen der Abweichungen vom rein linea-ren FSS{Verhalten, nicht um eine quantitative Bestimmung der Art (Amplitudeund Exponent) der Korrekturen zum FSS, die hier weder gew�unscht noch anhanddes vorliegenden Datenmaterials zufriedenstellend m�oglich ist. Vor diesem Hinter-grund wurde versucht, den verbleibenden Fehler durch Nichtbeachtung der h�oherenKorrekturen durch Beobachtung der G�uteparameter des Fits zu minimieren. Dazuwurden f�ur den Fit sukzessive Punkte am unteren Ende des Lx{Bereichs, wo h�ohe-re Korrekturen naturgem�a� die gr�o�te Rolle spielen, entfernt und die Entwicklungder Fit{Parameter �uber die einzelnen Fits hinweg untersucht. Betrachtet wurdendabei die Gr�o�e �2=g und der daraus abgeleitete G�uteparameter Q, der die Wahr-scheinlichkeit angibt, da� man den beobachteten oder einen gr�o�eren Wert f�ur �2=gerh�alt, wenn das verwendete Modell richtig ist (d.h. die resultierenden Parameterstimmen); mit anderen Worten: anhand von Q l�a�t sich entscheiden, ob die beob-achteten Schwankungen der Me�werte um die Fit{Kurve tats�achlich rein zuf�alli-ger Natur sind oder ihre Ursache in einem Fehler in der unterstellten funktionalenAbh�angigkeit �̂(Lx) haben. Ein gebr�auchlicher unterer Grenzwert f�ur eine geradenoch akzeptable G�ute liegt bei Q = 0:001 [74].Bei diesem Proze� galt es abzuw�agen zwischen dem Ziel einer Maximierung der G�uteQ bzw. Minimierung von �2=g und einer Minimierung des statistischen Fehlers f�urden gesch�atzten Parameter A; denn: l�a�t man zunehmend mehr Punkte weg, so wirdes immer "leichter\, die gegebene Funktion an die verbleibenden Punkte anzupas-



116 KAPITEL 5. 2D ISING{MODELL: SIMULATIONEN UND ERGEBNISSEsen | bis zum Extremfall von zwei oder drei Punkten, die sich mit einer solchenFunktion schlicht interpolieren lassen. Das alleinige Ziel einer Optimierung der Fit{G�ute ist daher nicht sinnvoll. F�ur die vier hier betrachteten Korrelationsl�angen lagdabei jedoch das Optimum bei der Ber�ucksichtigung des vollen Parameterbereichsder Lx; dies mu� jedoch f�ur die unten zu untersuchenden dreidimensionalen Modellenicht mehr notwendigerweise der Fall sein.Die Ergebnisse der Fit{Prozedur sind als durchgezogene Kurven in den Abbn. 5.3und 5.4 eingetragen. Die Ausdehnung dieser Kurven auf der Lx{Achse kennzeichnetdas Gebiet der Lx, das in den Fit einging. Als Ergebnisse der Fits erh�alt man f�urperiodische Randbedingungen:A� = 1:27374(81) (Lx = 5� 20)B� = �0:37(11)�� = �0:73(19)�2=g = 1:4Q = 0:15A� = 0:1583(17) (Lx = 5� 20)B� = 0:07� 0:11�� = �0:53� 1:06�2=g = 0:79Q = 0:67
(5.6)

Diese Ergebnisse f�ur die Amplituden A sind zu vergleichen mit den theoretisch zuerwartenden Werten A� = 4=� � 1:27324 bzw. A� = 1=(2�) � 0:15915 und stimmenmit diesen sehr gut �uberein. Der gegen�uber der ersten Korrektur � = �1 in (5.4)nach oben abweichende Sch�atzwert f�ur den Exponenten der Korrektur zum FSS von�� zeigt den wachsenden Einu� der h�oheren Korrekturordnungen f�ur kleiner wer-dende L�angen Lx: gem�a� Tab. 5.5 ergibt hier die Ber�ucksichtigung aller Ordnungender Korrektur gegen�uber der ersten Korrekturordnung kleinere Werte f�ur ��, so da�man bei einer Festlegung auf ein Gesetz der Form (5.5) einen Exponenten j�j < 1erwartet. Die gro�en Fehler in der Sch�atzung von Amplitude und Exponent der Kor-rektur vor allem der Energie{Korrelationsl�ange zeigt, da� die Genauigkeit der Datenhier f�ur eine quantitative Analyse nicht ausreicht (was allerdings auch nicht Ziel derArbeit ist). F�ur �� sind die Abweichungen vom linearen Verhalten gegen�uber denSchwankungen der einzelnen Punkte sogar so gering, da� es sinnvoll erscheint, alsAlternative zum angegebenen Fit eine Anpassung an eine Gerade gem�a��� = A0Lx (5.7)



5.3. KORREKTUREN ZUM FSS 117vorzunehmen und dabei wiederum die Werte f�ur kleine Lx, wo sich in Abb. 5.4 nochAbweichungen erkennen lassen, sukzessive auszulassen. Es ergibt sich folgendes Bild:A0� = 0:15927(36) (Lx = 12� 20)�2=g = 0:86Q = 0:55 (5.8)Man erh�alt einen innerhalb des (nun wesentlich kleineren) Fehlers weiterhin sehr gutmit dem theoretischen Wert vertr�agliches Ergebnis, hat nun aber einen m�oglichensystematischen Fehler nicht mehr unter Kontrolle; da der Wert etwas zu hoch liegt,kann man vermuten, da� sich hierin angesichts des Verhaltens gem�a� Abb. 5.3 dieVernachl�assigung der Korrekturen zum FSS bemerkbar macht.Analog erh�alt man f�ur antiperiodische Randbedingungen:A� = 0:42410(30) (Lx = 5� 20)B� = 0:60(14)�� = �1:10(13)�2=g = 1:04Q = 0:41A� = 0:07984(38) (Lx = 5� 20)B� = 1:91� 1:29�� = �2:37(44)�2=g = 2:1Q = 0:01
(5.9)

Hier sind die theoretischen Amplituden gegeben durch A� = 4=(3�) � 0:42441und A� = 1=(4�) � 0:07958, wiederum in guter �Ubereinstimmung mit den Wertender Simulation. Die vergleichsweise schlechten Parameter der Fit{G�ute im Falle derEnergie{Korrelationsl�ange sind fast ausschlie�lich auf den Einu� des zu niedriggelegenen Punktes mit Lx = 8 zur�uckzuf�uhren (vgl. Abb. 5.4), der aufgrund seinesbesonders kleinen statistischen Fehlers ein gro�es Gewicht hat. Versieht man ihn pro-behalber mit einem mit seinen Nachbarpunkten vergleichbaren Gewicht (� = 0:005),so verbessern sich die Fit{Parameter sofort auf �2=g = 1:17 bzw. Q = 0:29, w�ahrendsich der Wert f�ur die Amplitude A gerade mal um 15% des Fehlers ver�andert. DasAuftreten eines solchen "Ausrei�ers\ ist angesichts des kleinen Plateau{Bereichs f�urG�(i) im Falle antiperiodischer Randbedingungen wohl auch nicht ungew�ohnlich. ImVergleich zum Verhalten der Energie{Korrelationsl�ange f�ur die Systeme mit periodi-schen Randbedingungen zeigt sich hier eine so deutliche Abweichung vom linearenFSS{Verhalten, da� ein Fit an eine Funktion der Form (5.7) nicht sinnvoll erscheint.



118 KAPITEL 5. 2D ISING{MODELL: SIMULATIONEN UND ERGEBNISSEF�ur die Amplitudenverh�altnisse erh�alt man schlie�lich:A�=A� = 8:048(87) f�ur periodische RBA�=A� = 5:312(25) f�ur antiperiodische RB; (5.10)in guter �Ubereinstimmung mit den theoretisch zu erwartenden Werten A�=A� von8 f�ur periodische Randbedingungen und 513 f�ur antiperiodische Randbedingungen.Die Skalendimensionen f�ur die beiden prim�aren Operatoren des zweidimensionalenIsing{Modells sind gegeben durchx� = �� = 1=81 = 1=8 x� = 1� �� = 1� 01 = 1; (5.11)so da� sich wie erwartet eine lineare Beziehung zwischen Amplituden und Skalendi-mensionen gem�a� A�=A� = 8 = x�=x� (5.12)f�ur die Systeme mit periodischen Randbedingungen ergibt, nicht jedoch f�ur dieSysteme mit antiperiodischen Randbedingungen.Nimmt man nun diese lineare Amplituden{Exponenten{Relation f�ur den Fall peri-odischer Randbedingungen als gegeben an, so l�a�t sich die universelle Amplitude Agem�a� ��=� = A=x�=� (5.13)ebenfalls aus den Simulationsergebnissen bestimmen. Zieht man dazu die (genauerzu bestimmende) Amplitude der Spin{Korrelationsl�ange heran, so erh�alt man:A = 0:1592(1); (5.14)in sehr guter �Ubereinstimmung mit dem exakten Wert A = 1=(2�) � 0:15915.



Kapitel 6
Das 3D Ising{Modell
Nachdem sich die in den Kapiteln 3 und 4 beschriebenen Simulations{ und Ana-lysemethoden bei der Untersuchung des FSS der Korrelationsl�angen des zweidi-mensionalen Ising{Modells bew�ahrt haben, indem die so erhaltenen Ergebnisse ge-gen�uber den hier verf�ugbaren exakten Ergebnissen bestehen konnten, l�a�t sich nunmit entsprechendem Vertrauen in die zu erhaltenden Resultate die Untersuchung derO(n){Spin{Modelle in drei Dimensionen beginnen, um die in Kap. 2.6 beschriebenenVermutungen f�ur dreidimensionale Systeme best�atigen oder widerlegen zu k�onnen.Wir werden hier zun�achst notwendige �Anderungen der Simulations{ und Analy-sewerkzeuge zur Anpassung an die dreidimensionale Geometrie beschreiben sowiezus�atzlich notwendige Bem�uhungen anf�uhren, den Einu� der hier auftretenden Un-sicherheit �uber die Position des kritischen Punktes auf die Endergebnisse der Kor-relationsl�angen zu ber�ucksichtigen, um dann die Anwendung des solcherma�en mo-di�zierten Instrumentariums auf das dreidimensionale Ising{Modell und die hierausresultierenden Ergebnisse vorzustellen.6.1 Modi�kationen f�ur dreidimensionale SystemeDie zu den zweidimensionalen Zylindern S1 � IR analoge dreidimensionale Zylin-dergeometrie mit Torusquerschnitt gem�a� S1 � S1 � IR wird f�ur die Simulationwiederum als rechteckiges Gitter realisiert, jetzt mit L�angen (Lx; Ly; Lz), wobei nundie "lange\ Richtung Lz die Rolle der L�ange Ly in den zweidimensionalen Streifen-systemen �ubernimmt. Das System ist in den beiden transversalen Richtungen x und119



120 KAPITEL 6. DAS 3D ISING{MODELLy isotrop, d.h. Lx = Ly, die in diesen Richtungen verwendeten periodischen bzw.antiperiodischen Randbedingungen treten nun paarig auf, d.h.s(x + Lx; y; z) = �s(x; y; z);s(x; y + Ly; z) = �s(x; y; z) (6.1)mit f�ur beide Richtungen gleichen Vorzeichen + oder �; in z{Richtung werden wie-derum in allen F�allen periodische Randbedingungen verwendet. Um die ForderungLz � Lx zu erf�ullen, wurde erneut das Verh�altnis Lz=�� betrachtet (vgl. Kap. 4.2),da wiederum die Korrelationsl�ange der lokalen Magnetisierung (wie Vorsimulationenergaben) als die deutlich gr�o�ere f�ur die Dimensionierung der Systeme in der longitu-dinalen Richtung ma�geblich ist. Der f�ur die Dimensionierung notwendige Richtwertf�ur die Amplitude A� wurde f�ur periodische Randbedingungen zu A� � 0:8 und f�urantiperiodische Randbedingungen zu A� � 0:25 bestimmt. Die hieraus resultieren-den Systeml�angen Lz sind weiter unten im Zusammenhang mit den �ubrigen Simula-tionsparametern aufgef�uhrt, vgl. Tabn. 6.2 und 6.3. Es wurden hierbei entsprechendden Amplituden f�ur die beiden Arten von Randbedingungen verschiedene System-gr�o�en Lz gew�ahlt, um f�ur die Systeme mit antiperiodischen Randbedingungen, diehier ja von besonderem Interesse sind, l�angere Produktionsl�aufe zu erm�oglichen.F�ur die Systeme mit antiperiodischen Randbedingungen wurde die Skalierung derL�angen Lz f�ur die Systeme mit kleinen transversalen L�angen Lx unterlassen, dahier das aus der Amplitude A� folgende Lz so klein ausfallen w�urde, da� die Ausbil-dung eines Plateaus{Bereiches der Sch�atzungen �̂(i) f�ur die Korrelationsl�angen nichtmehr zu beobachten w�are; stattdessen wurde hier eine konstante L�ange Lz = 50 an-genommen bis die aus der Bedingung Lz=�� � 15 resultierenden L�angen diesen Werteingeholt hatten.Zur Bestimmung der Korrelationsfunktionen verwenden wir auch hier wieder die inKap. 4.1.1 beschriebene "Schichtenmethode\; die Bildung der Schichtvariablen, d.h.die Projektion der Spins bzw. Energiedichten auf die z{Achse, umfa�t hier in ent-sprechender Verallgemeinerung die Summation �uber die zweidimensionalen Fl�achenf(x; y; z) j z = constg, es erfolgt damit eine Transformation auf ein e�ektiv eindi-mensionales Problem. Zur Bestimmung der Korrelationsl�angen kommt die Di�eren-zenmethode zur Anwendung; die charakteristischen Abst�ande � w�ahlen wir analogzum zweidimensionalen Fall so, da� f�ur alle Systeme etwa � = 2�� erf�ullt ist. Sinddie Sch�atzungen �̂(i) f�ur die Korrelationsl�angen einmal bestimmt, so ist der weite-re Fortgang der Analyse, d.h. vor allem die Fehlerrechnung und Bestimmung desPlateau{Bereichs, vollkommen unabh�angig von der Dimension der zugrundeliegen-



6.2. DIE KRITISCHE TEMPERATUR: REWEIGHTING 121den Geometrie (und im �ubrigen auch innerhalb der Klasse der O(n){Spin{Modellevom betrachteten Modell), so da� diese vollkommen analog zum Fall des zweidi-mensionalen Ising{Modells erfolgen kann. Zum "Beweis\, da� unsere Methode derBestimmung der Korrelationsl�angen auch im dreidimensionalen Fall sinnvolle Er-gebnisse erbringt, sind in Abb. 6.1 einige Beispiele f�ur die Sch�atzungen �̂(i) derKorrelationsl�angen zusammengefa�t.6.2 Die kritische Temperatur: ReweightingF�ur das zweidimensionale Ising{Modell ist die Temperatur des Phasen�ubergangesexakt bekannt. Dies konnten sich die Simulationen zunutze machen, indem sie indie Entscheidungsregeln f�ur die Cluster{Bildung diese Temperatur mit Maschinen-genauigkeit eingehen lie�en. F�ur dasselbe Modell in drei Dimensionen, wie auchdie O(n){Spin{Modelle mit n > 1 auf dieser Geometrie, ist der Punkt des Pha-sen�ubergangs aus Simulationen und Reihenentwicklungen lediglich numerisch miteiner begrenzten Genauigkeit verf�ugbar. Da in der N�ahe des Phasen�uberganges vie-le Observablen sehr emp�ndlich auf Temperatur�anderungen reagieren (etwa da sieam kritischen Punkt eine Polstelle aufweisen), kann diese Unsicherheit �uber dengenauen Wert �c u.U. einen deutlichen Einu� auf die resultierenden Sch�atzun-gen f�ur das Verhalten von solchen Observablen am kritischen Punkt, etwa in einerFSS{Analyse, haben. Dies gilt auch f�ur den Fall der hier betrachteten Korrelati-onsl�angen: da die Ann�aherung an den kritischen Punkt und die an den thermo-dynamischen Limes im Sinne der Renormierungstheorie komplement�are Prozessedarstellen, wirkt die Durchf�uhrung einer FSS{Analyse f�ur eine gegen�uber dem kri-tischen Punkt des Systems leicht verschobene Temperatur wie eine Verschiebungder verwendeten Systemgr�o�en Lx zu e�ektiven Gr�o�en L0x, was zu entsprechendenFehlern in den Sch�atzungen f�ur die Amplituden A�=� des FSS der Korrelationsl�angenf�uhrt.Die Ber�ucksichtigung eines solchen E�ektes ist mit Hilfe der sog. Reweighting{Technik m�oglich [33]. Sie macht sich die Tatsache zunutze, da� die Temperatur-abh�angigkeit einer makroskopischen Observable im kanonischen Ensemble gem�a�(3.1) vollst�andig durch die Boltzmann{Verteilung gegeben ist. F�ur die (inverse)Temperatur �0 sind die zugeh�origen Wahrscheinlichkeiten gegeben durchp�0(E) = 
(E)e��0EPE 
(E)e��0E ; (6.2)
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Abb. 6.1: Beispiele f�ur den Verlauf der Sch�atzungen �̂(i) f�ur die Korrelationsl�angen vonSpin (oben) und Energiedichte (unten) f�ur dreidimensionale Ising{Systeme mit periodischenRandbedingungen und den angegebenen Abmessungen L2x � Lz. Gem�a� der Regel � � 2��wurden bei der Anwendung der Di�erenzenmethode variable Abst�ande verwendet: � = 7f�ur Lx = 16, � = 8 f�ur Lx = 18 und � = 9 f�ur Lx = 20.



6.2. DIE KRITISCHE TEMPERATUR: REWEIGHTING 123wobei 
(E) die Anzahl der Kon�gurationen fsig des Systems mit der Energie E(die Zustandsdichte) bezeichnet. Durch eine Umgewichtung (Reweighting) l�a�t sichdaraus die Verteilung f�ur jede andere Temperatur � gewinnen, da die Temperatu-rabh�angigkeit in (6.2) explizit ist:p�(E) = c p�0(E) e�(���0)E; (6.3)wobei sich die Konstante c durch Normierung der umgewichteten Verteilung ergibt.Den Erwartungswert einer Observable A(E) f�ur die Temperatur � kann man daherschreiben als hAi� = cXE A(E)p�0(E)e�(���0)E: (6.4)Kennt man daher die Verteilung p�0(E), so lassen sich die Erwartungswerte hAi�f�ur alle Temperaturen bestimmen. Diese Verteilung wird jedoch gerade durch eineMonte{Carlo{Simulation geliefert: beim Importance Sampling werden die Zust�andemit den korrekten Boltzmann{Gewichten erzeugt, so da� das Histogramm der ge-messenen Zeitreihe der Energien, fEtg, eine Sch�atzfunktion f�ur die Verteilung p�0(E)darstellt, wenn die Simulation f�ur � = �0 durchgef�uhrt wurde. Die Eignung des um-gewichteten Histogramms zur Approximation der Verteilung bei der Temperatur �h�angt neben der Statistik des urspr�unglichen Histogramms vom Abstand j� � �0jab: ist dieser zu gro�, so erh�alt man die umgewichtete Verteilung vornehmlich ausden Randbereichen kleiner H�au�gkeiten des urspr�unglichen Histogramms; dort sindaber aufgrund weniger Ereignisse die statistischen Fehler gro�.Die hier interessierenden Korrelationsfunktionen G(i) h�angen jedoch nicht nur vonder Energie der Kon�guration ab, zu einer Energie geh�oren mehrere Werte von G(i)(f�ur ein festes i); in diesem Fall mu� man entsprechend die zweidimensionale Dichtep�0(E;G(i)) behandeln. Da es jedoch vollkommen unpraktikabel ist, dieses zweidi-mensionale Histogramm (dazu noch f�ur alle Werte von i) w�ahrend der Simulationaufzunehmen und zu speichern, kann man die Mittelung �uber die Werte von G(i)bei fester Energie vorziehen, also schon w�ahrend des Laufs durchf�uhren, und beh�altdie "mikrokanonischen Mittelwerte\hhG(i)ii�0(E) = cXG(i)
(E;G(i))G(i)e��0E: (6.5)Diese kann man darauf direkt als Spezialfall der Observable A(E) in Gl. (6.4) um-wichten. Angesichts einer maximalen L�ange Lz der Systeme von etwa 350 Einheitenund den etwa 3V = 3LXLyLz m�oglichen Werten f�ur die Energie (hier maximal ca.



124 KAPITEL 6. DAS 3D ISING{MODELLSystem Gr�o�e �0 �0 ��� �0 +�� �Anderung��� 8.02147165 8.02114488 8.02179846 1 � 10�5 =10� 120 q\VAR 0.00510784 0.00510758 0.00510810 6% � �periodisch ��� 2.16436970 2.16434286 2.16439655 1 � 10�5 =q\VAR 0.00656571 0.00656588 0.00656555 6% � ���� 2.42878966 2.42877132 2.42880799 2 � 10�5 =10� 50 q\VAR 0.00846211 0.00846213 0.00846207 0:2% � �antiperiodisch ��� 0.87591228 0.87590907 0.87591549 4 � 10�6 =q\VAR 0.01311917 0.01311928 0.01311906 0:02% � �Tab. 6.1: Einu� der Unsicherheit in der kritischen Temperatur auf die Ergebnisse f�ur die Kor-relationsl�angen von zwei beispielhaften Systemen mit unterschiedlichen Randbedingungen. Es ist�0 = 0:2216544 und �� = 0:0000003. Die Testl�aufe bestanden aus ca. 4 � 106 Messungen. Dierelativen Angaben der letzten Spalte sind bezogen auf die Werte f�ur �0; die Abweichungen sind f�ur��� mit gro�er Genauigkeit symmetrisch.106) ist jedoch auch diese Vorgehensweise hinsichtlich des tempor�aren und perma-nenten Speicherplatzbedarfes nur schwer praktikabel. Um den Speicherplatzaufwandf�ur die Histogramme kommt man jedoch herum, wenn man Aussagen lediglich f�ur ei-nige wenige, vorher bekannte Temperaturen � 6= �0 ben�otigt: dann l�a�t sich die Um-wichtung bei jedem Schritt der Messung w�ahrend des Laufes selbst vornehmen undes m�ussen nur die zus�atzlichen Werte f�ur die umgewichteten Sch�atzungen von G(i)selbst gesichert werden. Da wir hier lediglich ein Gef�uhl daf�ur bekommen wollen,in welcher Gr�o�enordnung sich eine gegebene Unsicherheit in �c auf die Endergeb-nisse f�ur die Korrelationsl�angen auswirkt, reichen aber solche Informationen �ubereinzelnen Temperaturen vollkommen aus; daher werden wir das Reweighting derKorrelationsfunktionen jeweils w�ahrend des Laufes f�ur vorgegebene Temperaturenvornehmen.Als Simulationstemperatur wurde der genaueste derzeit verf�ugbare Sch�atzwert f�urdie kritische Temperatur des dreidimensionalen Ising{Modells verwendet, der auseiner Monte{Carlo{Simulation stammt [83]:�c = 0:2216544(3): (6.6)Der durch den statistischen Fehler �� = 0:0000003 dieses Wertes markierte Bereich[�0���; �0+��] wurde als Gebiet betrachtet, in dem mit hoher Wahrscheinlichkeit



6.3. PARAMETER DER SIMULATION 125die wahre kritische Temperatur �c liegt. Aufgrund der hohen Genauigkeit des ange-gebenen Wertes ist ein gro�er Einu� der Unsicherheit in der kritischen Temperaturauf die Endergebnisse f�ur die Korrelationsl�angen nicht zu erwarten. UmgewichteteZeitreihen wurden daher lediglich f�ur die Grenztemperaturen �0��� und �0+�� er-stellt. Da diese sehr nahe an der Simulationstemperatur liegen, stellen die umgewich-teten Histogramme gute Sch�atzer f�ur die entsprechenden Verteilungen dar. In Tab.6.1 sind die endg�ultigen Sch�atzungen f�ur die Korrelationsl�angen aus zwei Simulationmit periodischen und antiperiodischen Randbedingungen f�ur die o.g. Temperaturenangef�uhrt. Tats�achlich betr�agt der Unterschied in den Ergebnissen noch nicht ein-mal ein Zehntel des statistischen Fehlers der Sch�atzungen. Damit kann man denEinu� der Unsicherheit �uber den genauen Wert der kritischen Temperatur auf dieMe�werte f�ur die Korrelationsl�angen im Falle des dreidimensionalen Ising{Modellsohne Bedenken vernachl�assigen. F�ur die O(n){Spin{Modelle mit n > 1 sind jedochdie verf�ugbaren Werte f�ur �c ungenauer, so da� dort erneut �uber die Notwendigkeiteiner Reweighting{Analyse entschieden werden mu�.6.3 Parameter der SimulationF�ur die gem�a� der Regel Lz=�� � 15 dimensionierten Systeme wurden die zur �Aqui-librierung notwendigen Update{Schritte durch Beobachtung des Verhaltens der Kor-relationsfunktionen G(i) ausgehend von einer zuf�allig{gleichverteilten Startkon�gu-ration bestimmt. Hierbei ist o�enbar die Korrelationsfunktion der Energiedichte diema�gebliche Gr�o�e; f�ur die Produktionsl�aufe wurden die Systeme daraufhin sicher-heitshalber deutlich l�anger �aquilibriert, bevor mit den Messungen begonnen wurde,vgl. die Tabellen 6.2 und 6.3.Die Autokorrelationszeiten wurden wie im zweidimensionalen Fall mit Hilfe einerBinning{Analyse, d.h. unter Ausnutzung von Gl. (3.24), ermittelt. Im Gegensatzzur g�angigen Methode wurden hier jedoch nicht die Autokorrelationszeiten der glo-balen Magnetisierung bzw. Gesamtenergie bestimmt, die oft gleichsam als pauschaleAnhaltspunkte f�ur die Autokorrelationen des Systems �uberhaupt dienen, sonderndirekt die der Korrelationsfunktionen G(i) von lokaler Magnetisierung bzw. Ener-giedichte, da diese ja auch die eigentlichen Observablen darstellen. Dabei wurdederen Abh�angigkeit vom Abstand i vernachl�assigt, indem ein fester Abstand amBeginn des Plateaus der Sch�atzungen �̂(i) betrachtet wurde. Eine solche Vereinfa-chung ist hier wohl zul�assig, da nicht die Autokorrelationszeiten als solche | etwa



126 KAPITEL 6. DAS 3D ISING{MODELLSystemgr�o�e t�Aquil(�) t�Aquil(�) n0 �int(�) �int(�) 1=f � n=�periodische Randbedingungen4 � 48 300 300 60000 3 14 60 8192 3205 � 60 400 400 60000 3 15 60 8192 3206 � 72 400 400 60000 5 17 60 8192 3207 � 84 500 500 60000 5 17 60 8192 3208 � 96 600 700 60000 7 25 60 8192 3209 � 108 800 800 60000 12 35 60 8192 32010 � 120 900 1000 60000 16 40 60 8192 32011 � 132 1100 1200 60000 18 40 60 8192 32012 � 144 1400 1600 60000 20 42 60 8192 32013 � 156 1500 1800 60000 28 50 60 8192 32014 � 168 2000 2000 60000 25 68 60 8192 32015 � 178 2200 2400 60000 25 70 60 8192 32016 � 190 2500 3000 60000 40 75 60 8192 32017 � 202 3200 3500 60000 45 80 60 8192 32018 � 214 3600 4500 60000 45 80 60 8192 32019 � 226 4500 5000 70000 50 82 70 8192 99220 � 238 5500 6000 80000 55 86 80 8192 31525 � 296 10000 12000 80000 90 180 80 8192 87630 � 356 16000 18000 120000 110 220 100 8192 432Tab. 6.2: Simulationsparameter f�ur die Produktionsl�aufe der 3D Ising{Systeme mit periodischenRandbedingungen. Die Angaben f�ur t�Aquil und �int sind in Einheiten von Wol�{Updates zu verste-hen und beziehen sich jeweils auf das Verhalten der Korrelationsfunktion G(i) selbst, nicht auf die(globale) Magnetisierung bzw. die Gesamtenergie. F�ur i wurde ein "typischer\ Abstand zu Beginndes Plateaus gew�ahlt; die (schwache) Variation (insbesondere) der Autokorrelationszeiten �uber denAbstand i wurde vernachl�assigt.zur Bestimmung des dynamischen kritischen Exponenten | f�ur uns von Interessesind, sondern lediglich ein Anhaltspunkt f�ur eine sinnvolle Frequenz der Messungengewonnen werden soll.Die Zusammenfassung vieler Messungen in den Bins der Produktionsl�aufe sorgtdaf�ur, da� die trotz einer "vern�unftigen\ Wahl der H�au�gkeit der Messungen verblei-benden Autokorrelationen eliminiert werden. Die Me�frequenz wurde in der Gr�o�en-



6.4. ERGEBNISSE 127Systemgr�o�e t�Aquil(�) t�Aquil(�) n0 �int(�) �int(�) 1=f � n=�antiperiodische Randbedingungen4 � 50 100 200 40000 6 20 80 8192 10245 � 50 300 300 40000 9 25 80 8192 10246 � 50 250 400 40000 10 25 80 8192 10247 � 50 300 400 40000 10 30 80 8192 10248 � 50 300 500 40000 10 25 80 8192 10249 � 50 350 500 40000 10 30 80 8192 102410 � 50 400 600 40000 10 30 80 8192 102411 � 50 500 600 40000 10 30 80 8192 102412 � 50 500 600 40000 10 35 80 8192 102413 � 50 600 700 40000 11 35 80 8192 108814 � 54 800 900 40000 10 35 80 8192 100015 � 56 800 1000 40000 10 32 80 8192 100016 � 60 900 1200 40000 10 40 80 8192 100017 � 64 1000 1400 40000 10 45 80 8192 102418 � 68 1200 1800 45000 12 45 90 8192 108019 � 72 1300 1800 45000 15 50 90 8192 67020 � 76 1500 1900 45000 16 55 90 8192 91025 � 96 3000 3500 60000 20 60 120 8192 128630 � 114 6000 6500 70000 25 85 140 8192 516Tab. 6.3: Simulationsparameter f�ur die Produktionsl�aufe der 3D Ising{Systeme mit antiperiodi-schen Randbedingungen.ordnung der inversen Autokorrelationszeit angenommen, f�ur die kleinen Systemenoch etwas kleiner. F�ur die Systeme mit antiperiodischen Randbedingungen, f�urdie man sich hier ja die interessanteren Ergebnisse erwartet, wurde dabei noch eingewisser "Sicherheitsabstand\ aufgeschlagen.6.4 ErgebnisseAus den Sch�atzungen �̂(i) f�ur die Korrelationsl�angen von Spin und Energiedichtewurden unter Beobachtung des Verhaltens der Gr�o�e �2=g(imin; imax) die Mittel-



128 KAPITEL 6. DAS 3D ISING{MODELLSystem ��� q\VAR imin{imax ��� q\VAR imin{imax � hjCjiVperiodische Randbedingungen4� 48 3.0537 0.0054 7 { 21 0.8281 0.0038 4 { 11 2 4.49%5� 60 3.9098 0.0034 6 { 26 1.0430 0.0028 4 { 10 2 3.68%6� 72 4.7375 0.0035 7 { 27 1.2600 0.0032 5 { 11 3 3.11%7� 84 5.5473 0.0039 8 { 36 1.4852 0.0057 6 { 12 3 2.68%8� 96 6.3751 0.0072 11 { 38 1.7255 0.0082 7 { 14 3 2.35%9� 108 7.1897 0.0058 11 { 46 1.9410 0.0088 8 { 16 4 2.09%10� 120 8.0094 0.0064 12 { 55 2.1587 0.0074 8 { 16 4 1.89%11� 132 8.8276 0.0056 12 { 53 2.4176 0.0198 11 { 24 5 1.72%12� 144 9.6460 0.0066 13 { 55 2.6283 0.0186 11 { 22 5 1.57%13� 156 10.4665 0.0066 14 { 51 2.8603 0.0174 12 { 25 6 1.45%14� 168 11.2603 0.0091 13 { 46 3.0222 0.0195 11 { 19 6 1.34%15� 178 12.0812 0.0083 15 { 70 3.2835 0.0186 12 { 25 6 1.27%16� 190 12.8984 0.0069 15 { 79 3.4979 0.0150 12 { 25 7 1.19%17� 202 13.7285 0.0090 17 { 77 3.7569 0.0224 14 { 31 7 1.12%18� 214 14.5151 0.0093 18 { 85 3.9543 0.0229 15 { 31 8 1.05%19� 226 15.3479 0.0065 21 { 84 4.1905 0.0145 16 { 37 8 0.99%20� 238 16.1730 0.0097 21 { 86 4.4256 0.0200 16 { 35 9 0.94%25� 296 20.2645 0.0097 30 {100 5.5358 0.0226 21 { 45 11 0.75%30� 356 24.3313 0.0154 35 {130 6.6438 0.0506 26 { 54 13 0.63%Tab. 6.4: Mittelwerte �� f�ur die Korrelationsl�angen von Spin und Energiedichte des dreidimen-sionalen Ising{Modells mit periodischen Randbedingungen. Man beachte den gegen�uber dem 2DIsing{Modell gesunkenen durchschnittlichen Anteil hjCji=V von Spins des Gitters, die bei einemWol�{Update{Schritt ihre Orientierung umkehren.werte �� als endg�ultige Sch�atzungen f�ur die gesuchten Korrelationsl�angen gewonnen.Somit erh�alt man wiederum Wertetabellen von Sch�atzungen f�ur � in Abh�angigkeitvon der transversalen Systemgr�o�e Lx = Ly wie sie in den Tabellen 6.4 und 6.5 f�urdie beiden Arten von Randbedingungen zu sehen sind. Der nur schwach von Fluk-tuationen �uberlagerte, kontinuierliche Anstieg der Bereichsgr�o�e imax � imin+ 1 mitder Systemgr�o�e belegt hierbei die Zuverl�assigkeit der angegebenen Methode derPlateau{Bestimmung. Die f�ur antiperiodische Randbedingungen deutlich kleinerendurchschnittliche Gr�o�en hjCji der stochastischen Cluster des Wol�{Algorithmus



6.4. ERGEBNISSE 129System ��� q\VAR imin{imax ��� q\VAR imin{imax � hjCjiVantiperiodische Randbedingungen4� 50 1.0326 0.0078 5 { 11 0.3715 0.0011 2 { 3 1 2.20%5� 50 1.2575 0.0021 4 { 12 0.4610 0.0065 3 { 5 1 2.10%6� 50 1.4869 0.0036 5 { 11 0.5410 0.0040 3 { 6 1 2.03%7� 50 1.7240 0.0052 6 { 16 0.6169 0.0031 3 { 5 1 1.98%8� 50 1.9527 0.0044 6 { 13 0.7091 0.0104 4 { 7 1 1.93%9� 50 2.1813 0.0041 7 { 20 0.7818 0.0043 4 { 7 2 1.89%10� 50 2.4253 0.0085 9 { 22 0.8810 0.0109 5 { 8 2 1.86%11� 50 2.6648 0.0074 9 { 22 0.9526 0.0094 5 { 8 2 1.84%12� 50 2.8824 0.0070 9 { 22 1.0362 0.0075 5 { 10 2 1.82%13� 50 3.1390 0.0086 10 { 20 1.1462 0.0156 6 { 11 2 1.79%14� 54 3.3682 0.0105 11 { 23 1.2146 0.0131 6 { 12 2 1.64%15� 56 3.6124 0.0097 11 { 20 1.2879 0.0119 6 { 11 2 1.57%16� 60 3.8431 0.0125 12 { 27 1.4441 0.0285 7 { 10 2 1.46%17� 64 4.0732 0.0126 13 { 29 1.4608 0.0171 7 { 15 2 1.35%18� 68 4.3143 0.0089 13 { 27 1.5789 0.0116 7 { 11 3 1.27%19� 72 4.5396 0.0106 13 { 28 1.6397 0.0251 8 { 13 3 1.19%20� 76 4.7676 0.0110 14 { 27 1.7260 0.0188 8 { 15 3 1.12%25� 96 5.9639 0.0092 17 { 37 2.1638 0.0193 10 { 18 4 0.87%30� 114 7.1335 0.0157 20 { 47 2.5853 0.0374 12 { 23 5 0.72%Tab. 6.5: Mittelwerte �� f�ur die Korrelationsl�angen von Spin und Energiedichte des dreidimensio-nalen Ising{Modells mit antiperiodischen Randbedingungen.best�atigen die in diesem Zusammenhang f�ur die zweidimensionalen Systeme gemach-ten Beobachtungen des Einusses der Randbedingungen auf typische Kon�guratio-nen des Systems. Dies gilt allerdings nur f�ur Systeme mit gleichem Aspektverh�alt-nis: so ist der Anteil der durchschnittlich pro Cluster{Update erfa�ten Spins f�ur diekleinsten Systeme, die f�ur beide Arten von Randbedingungen (etwa) gleich dimen-sioniert wurden, f�ur antiperiodische Randbedingungen nur etwa halb so gro� wief�ur periodische Randbedingungen. Mit Beginn der Skalierung der L�angen Lz mitder Spin{Korrelationsl�ange �� auch f�ur antiperiodische Randbedingungen werdendie Anteile f�ur beide Randbedingungen zunehmend vergleichbar. Wie anschaulichklar ist, verkleinert eine gro�e Anisotropie der Systeme die relative Gr�o�e typi-



130 KAPITEL 6. DAS 3D ISING{MODELLscher Cluster. Das Aspektverh�altnis Lx=Lz ist jedoch f�ur die (gr�o�eren) Systememit periodischen Randbedingungen kleiner als f�ur die Systeme mit antiperiodischenRandbedingungen.Die Abbildungen 6.2 und 6.3 zeigen die FSS{Graphen f�ur die beiden Arten vonRandbedingungen. Der Verlauf �(Lx) sieht wiederum in recht gro�er Genauigkeitlinear aus; die Auftragung der Amplituden �=Lx in den Abbildungen 6.4 und 6.5zeigt jedoch, da� auch hier Korrekturen zum FSS mit der vorhandenen Simulati-onsgenauigkeit aufgel�ost werden k�onnen. Im zweidimensionalen Fall hatten wir denBias der Sch�atzer �̂(i) bzw. daraus folgend der Mittelwerte ��(i) aufgrund der Er-gebnisse einer Jackknife{Bias{Analyse als vernachl�assigbar eingesch�atzt (vgl. Kap.4.4.2). Um auch f�ur die jetzt zu untersuchenden Simulationsergebnisse diesbez�uglichsicher zu gehen, wurde auch hier eine Bias{Analyse mit Hilfe von Double Jack-knife Bias Corrected Estimators gem�a� Kap. 4.4.6 durchgef�uhrt. Da der m�oglicheEinu� eines solchen Bias generell als gering einzusch�atzen ist, wurde dabei dieBestimmung des Plateau{Bereichs durch Beobachtung der Funktion �2=g(imin; imax)zun�achst weiterhin unter Verwendung der unkorrigierten Sch�atzer �̂(i) durchgef�uhrt,um abzusch�atzen, ob eine Bias{Korrektur notwendig ist. Dies hat auch einen Grundim gro�en Rechenaufwand, der mit eine Double{Jackknife{Analyse verbunden ist:gegen�uber der einfachen Jackknife{Analyse multipliziert sich dieser nochmals mitder Anzahl der Bins. Abb. 6.4 zeigt den Vergleich der so gewonnenen Sch�atzungenmit denen aus der einfachen Jackknife{Analyse f�ur die Energie{Korrelationsl�ange;f�ur �� sind die Korrekturen so klein, da� sie selbst in der Auftragung der Amplituden�=Lx sind erkennbar sind. Da im Falle der Systeme mit antiperiodischen Randbe-dingungen deutlich l�angere Zeitreihen und daher (bei konstanter Gr�o�e der Bl�ocke)auch mehr Bins vorliegen und der Bias mit der inversen Anzahl der Bl�ocke abf�allt,sind in Abb. 6.4 die st�arksten auftretenden Abweichungen gezeigt. Insgesamt ist derE�ekt der Bias{Korrektur o�enbar minimal und im Vergleich zu den statistischenFehlern zu vernachl�assigen. Auch die etwas st�arkeren Abweichungen bei zwei oderdrei Punkten �andern nichts an diesem Bild: eine genauere Analyse zeigt, da� hier dieBias{Korrektur am Ende des verwendeten Bereichs imin; : : : ; imax, der ja ohne Ver-wendung der Bias{Korrektur bestimmt wurde, also dort, wo das Rauschen schonvollkommen in der Gr�o�enordnung des Signals liegt, nicht mehr sinnvoll angewen-det werden kann, da die statistischen Fehler zu gro� sind. Dies schl�agt sich auch inentsprechend vergr�o�erten Werten f�ur �2=g f�ur diese Punkte nieder; m.a.W.: w�urdeman auch die Analyse der Funktion �2=g(imin; imax) mit Hilfe der Double{Jackknife{
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Abb. 6.2: FSS{Graphen f�ur die Korrelationsl�angen von lokaler Magnetisierung (oben) undEnergiedichte (unten) des 3D Ising{Modells mit periodischen Randbedingungen f�ur Systememit Lx = 4 bis Lx = 30. Die einzelnen Punkte entsprechen den Mittelwerten �� �uber denPlateau{Bereich; die Fehler sind die entsprechenden Endergebnisse der Jackknife{Analyse.
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Abb. 6.3: FSS{Graphen f�ur die Korrelationsl�angen von lokaler Magnetisierung (oben) undEnergiedichte (unten) des 3D Ising{Modells mit antiperiodischen Randbedingungen f�urSysteme mit Lx = 4 bis Lx = 30.
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Abb. 6.4: Verlauf der Sch�atzungen f�ur die Amplituden Â = ��=Lx des FSS der Korrelati-onsl�angen von Spin und Energiedichte f�ur periodische Randbedingungen. Die roten Sym-bole zeigen zus�atzlich die Ergebnisse der Fehler{ und Bias{Analyse mit Hilfe von DoubleJackknife Bias Corrected Estimators. Die schwarzen Kurven zeigen Fits an die Funktion� = ALx +BL�x ,



134 KAPITEL 6. DAS 3D ISING{MODELL

5 10 15 20 25 30
Lx

0.23

0.24

0.25

0.26

0.27

ξ σ
/L

x
antiperiodische Randbedingungen

Simulation
Fit

5 10 15 20 25 30
Lx

0.08

0.09

0.10

0.11

ξ ε
/L

x

antiperiodische Randbedingungen

Simulation
Fit

Abb. 6.5: Verlauf der Sch�atzungen f�ur die Amplituden Â = ��=Lx des FSS der Korrelati-onsl�angen von Spin und Energiedichte f�ur antiperiodische Randbedingungen.



6.4. ERGEBNISSE 135Analyse durchf�uhren, w�urde man die entsprechenden Punkte �̂(i) gar nicht mehrdem Plateau zurechnen, so da� der E�ekt der Bias{Korrektur auch in diesem Fallauf das bei den �ubrigen Punkten zu beobachtende Ma� zur�uckginge.Zur Ber�ucksichtigung der Korrekturen zum linearen Hauptterm des FSS der Kor-relationsl�angen wurden die Ergebnisse f�ur �(Lx) wiederum per Regression an einGesetz der Form �(Lx) = ALx +BL�x (6.7)angepa�t. Dem systematischen Fehler dieses Ansatzes durch Vernachl�assigungh�oherer Ordnung in den Korrekturen wurde dabei durch sukzessives Weglassenvon Werten ausgehend vom kleinsten Lx und Beobachtung des Verhaltens der Fit{Parameter Rechnung getragen. F�ur die Systeme mit periodischen Randbedingungenergibt sich auf diesem Wege:A� = 0:8183(32) (Lx = 8� 30)B� = �0:116(35)�� = 0:18(21)�2=g = 1:31Q = 0:20A� = 0:2232(16) (Lx = 6� 30)B� = �0:144(79)�� = �0:33(36)�2=g = 1:02Q = 0:43
(6.8)

F�ur antiperiodische Randbedingungen erh�alt man:A� = 0:23694(80) (Lx = 6� 30)B� = 0:126(54)�� = �0:37(26)�2=g = 0:92Q = 0:53A� = 0:08661(31) (Lx = 5� 30)B� = 3:0� 5:4�� = �2:9� 1:1�2=g = 0:93Q = 0:53
(6.9)



136 KAPITEL 6. DAS 3D ISING{MODELL� 0.18 0.29 0.07A� 0.81832(49) 0.82024(57) 0.81685(44)B� -0.1154(45) -0.0992(39) -0.1364(54)�2=g 1.21 1.23 1.23period. Q 0.26 0.25 0.25Randb. A� 0.22556(97) 0.2266(11) 0.22475(87)B� -0.0587(80) -0.0511(70) -0.0686(93)�2=g 0.98 0.97 0.99Q 0.47 0.47 0.45A� 0.23494(47) 0.23412(53) 0.23557(42)B� 0.0481(40) 0.0416(35) 0.0565(47)�2=g 0.80 0.80 0.80antiperiod. Q 0.67 0.66 0.66Randb. A� 0.08619(82) 0.08610(93) 0.08626(74)B� 0.0055(65) 0.0048(57) 0.0065(77)�2=g 1.02 1.02 1.02Q 0.43 0.43 0.43Tab. 6.6: Parameter von Fits der Form (6.7) an die Sch�atzungen f�ur die Korrelationsl�angen ��(Lx)mit festen Korrekturexponenten �. Die Fits f�ur � = 0:18 beinhalten (zuf�allig) alle den BereichLx = 8 � 30; die Fits f�ur die anderen Exponenten wurden dann zwecks Vergleichbarkeit derErgebnisse mit denselben Bereichen durchgef�uhrt.Die gro�en Fehler f�ur Amplitude und Exponent der Korrektur f�ur �� im Falle antipe-riodischer Randbedingungen best�atigen den aus Abb. 6.5 zu gewinnenden Eindruck,da� hier die Genauigkeit der Daten nicht ausreicht, um den genauen Verlauf derKorrekturen abzusch�atzen; lediglich ihr Vorhandensein l�a�t sich im strengen Sinnehieraus noch ableiten. Das beeintr�achtigt jedoch nicht das Ergebnis f�ur die hier in-teressierende f�uhrende Amplitude; der systematische Fehler durch nicht aufgel�osteKorrekturen zum FSS ist durch den statistischen Fehler vollkommen abgedeckt.Die Hauptschwierigkeit in der Fit{Prozedur liegt in der Nichtlinearit�at der Form(6.7): legt man den Exponenten � fest, erh�oht sich sofort die Stabilit�at der Fits.Wie oben erw�ahnt, existieren f�ur die Exponenten der ersten Korrektur{Ordnungdes FSS auch im Falle der O(n){Spin{Modelle in drei Dimensionen feldtheoretischeSch�atzwerte, die man hier probehalber als feste Werte f�ur � einsetzen kann. Dies mu�



6.4. ERGEBNISSE 137jedoch nicht notwendigerweise genauere Ergebnisse liefern: f�ur endliche Lx sind im-mer auch Korrekturen h�oherer Ordnung von Bedeutung, so da� ein freier Fit gem�a�(6.7) einen e�ektiven Exponenten � liefern wird, der nicht mit dem Exponenten derersten Ordnung der Korrektur �ubereinstimmt. Da sich jedoch gem�a� den Abbn. 6.4und 6.5 die Sch�atzwerte f�ur die Amplituden �=Lx innerhalb der statistischen Fehlerf�ur die gr�o�ten Systeme nicht mehr ver�andern, kann man ho�en, da� zumindest f�urdie gr�o�eren Systeme das FSS{Verhalten mit hinreichender Genauigkeit neben demlinearen Term durch die f�uhrende Ordnung der Korrektur beschrieben wird. Daherwollen wir hier auch die so gewonnenen Werte f�ur die f�uhrenden Amplituden an-geben. Zinn{Justin [88] nennt als mittleren Wert f�ur den Korrekturexponenten f�urdas Skalenverhalten von Observablen in der Temperaturvariable f�ur das 3D Ising{Modell auf dem Gitter den Wert �1 = 0:52(7). F�ur Korrekturen zum FSS ergibtsich daraus mit dem kritischen Exponenten � = 0:63055(28) gem�a� Tab. 2.1 einExponent von ! = �1=� = 0:82(11). In der Schreibweise (6.7), die die f�uhrendeOrdnung nicht faktorisiert, ergibt sich daraus � = 1� ! = 0:18(11). Der Fehler imKorrekturexponenten wurde durch zus�atzliche Fits mit ���� ber�ucksichtigt, vgl.Tab. 6.6. Zwar gehen die Schwankungen der Fit{Parameter durch ein solches Festle-gen des Korrekturexponenten zur�uck, aber durch den gro�en Fehler im Exponentenlassen sich mit dieser Methode keine genaueren Sch�atzwerte f�ur die Amplituden Agewinnen als durch den 3{Parameter{Fit.F�ur das Verh�altnis der Korrelationsl�angen im FSS{Limes ergibt sich aus den Fitsmit freiem Korrekturexponenten schlie�lich:A�=A� = 3:666(30) f�ur periodische RBA�=A� = 2:736(13) f�ur antiperiodische RB; (6.10)Vergleicht man mit dem Literaturmittelwert der Skalendimensionen (vgl. Kap. 2.6):x�=x� = 2:7326(16); (6.11)so sieht man die Behauptung einer linearen Beziehung zwischen den Amplitu-den des FSS der Korrelationsl�angen und den zugeh�origen Skalendimensionen imFall antiperiodischer Randbedingungen mit hervorragender Genauigkeit best�atigt,w�ahrend sich die G�ultigkeit einer solchen Gesetzm�a�igkeit f�ur Systeme mit peri-odischen Randbedingungen ausschlie�en l�a�t. Die Genauigkeit des Ergebnisses f�urantiperiodische Randbedingungen konnte dabei gegen�uber Henkels Transfermatrix{Rechnung um einen Faktor 3, im Vergleich zu demWert aus Westons MC{Simulationvon 2:6(2) sogar um einen Faktor 15 gesteigert werden.



Kapitel 7
Das 3D XY{Modell
Wenn die lineare Relation zwischen Amplituden und Skalenexponenten des FSS derKorrelationsl�angen gem�a� �i = AxiLx (7.1)eine universelle Beziehung darstellt, mu� ihre G�ultigkeit vom betrachteten Modellunabh�angig sein (sofern es einen kontinuierlichen Phasen�ubergang aufweist). Es istdaher von Interesse, diesen Zusammenhang f�ur eine Reihe verschiedener Modellezu untersuchen, um etwas �uber die Reichweite jener Relation zu erfahren. In dieserArbeit betrachten wir dazu die in der Reihe der O(n){Spin{Modelle dem Ising{Fall(n = 1) folgenden Modelle, das XY{ (n = 2) und das Heisenberg{Modell (n = 3).In diesem Kapitel betrachten wir zun�achst das XY{Modell: nach einer Diskussionder notwendigen �Anderungen am verwendeten Instrumentarium pr�asentieren wir dieErgebnisse einer FSS{Analyse der Korrelationsl�angen dieses Modells.7.1 �Anderungen gegen�uber dem Ising{ModellZun�achst mu� der Update{Algorithmus der Simulation an die vergr�o�erte Di-mension des Ordnungsparameters angepa�t werden. Wir wollen weiterhin einenCluster{Algorithmus im Wol�schen Sinne verwenden. Dieser ist zun�achst jedochnur f�ur den Update isingartiger Freiheitsgrade geeignet, da nur hier das diskreteKonzept von gleich oder entgegengesetzt ausgerichteten Nachbarspins sinnvoll ist.Gem�a� den Ausf�uhrungen in Kap. 3.1.2 l�a�t sich jedoch die Hamilton{Funktion der138



7.1. �ANDERUNGEN GEGEN�UBER DEM ISING{MODELL 139Methode �c �  QuelleMC 0.45420(2) 0.662(7) 1.308(16) [40]MC 0.4542(1) 0.670(2) 1.319(2) [54]MC 0.45408(8) | | [54]MC 0.454165(4) 0.672(1) 1.319(2) [4]MC 0.45421(8) | 1.327(8) [44]MC 0.45420(2) | | [39]MC 0.454170(7) | | [39]MC 0.454148(15) | | [40]HT{Reihe 0.45406(5) | | [12]HT{Reihe 0.45414(7) | | [2]HT{Reihe 0.45420(6) 0.679(3) 1.328(6) [13]HT{Reihe 0.45419(3) 0.677(3) 1.327(4) [14]HT{Reihe | 0.675(2) 1.325(3) [14]Gewichtetes Mittel 0.4541670(32) 0.6728(8) 1.3217(14)Tab. 7.1: Literaturwerte f�ur die Temperatur des Phasen�ubergangs und die kritischen Exponenten� und  des dreidimensionalen XY{Modells.Modelle mit kontinuierlichen Freiheitsgraden durch Einf�uhrung eines Satzes zuf�allig{gleichverteilter Richtungen im Spin{Raum in eine Summe von Freiheitsgraden vomIsing{Typ zerlegen, wobei die Koppelungen jetzt zuf�allig werden. Der Aufbau einesClusters erfolgt dann durch Wahl einer zuf�alligen Richtung, durch die eine Ebe-ne de�niert wird, die die symbolischen Spinorientierungen voneinander trennt, undAnwendung der Swendsen{Wang{Regel des Ising{Modells. Der Update des Clustersentspricht dann einer Spiegelung der Spins des Clusters an jener Ebene [86].Die Bestimmung der Korrelationsfunktionen erfolgt durch entsprechende Verallge-meinerung der f�ur den Ising{Fall angegebenen Gleichungen: die IR{Multiplikationder Ising{Spins mu� lediglich durch Skalarprodukte zwischen Vektorspins ersetztwerden. Sind die Sch�atzungen Ĝ(i) f�ur die Korrelationsfunktionen bekannt, kanndie weitere Analyse vollkommen analog zu der des Ising{Modells erfolgen, da G(i)wieder skalar ist.Wie sehen typische Kon�gurationen der Systeme aus? In einer vektoriellen Darstel-lung zeigen sich Cluster{Strukturen �ahnlich den Weiss'schen Bezirken eines Ferro-



140 KAPITEL 7. DAS 3D XY{MODELL(a) (b) (c) (d)

Abb. 7.1: Typische Kon�gurationen des XY{Modells f�ur ein System mit Lx = Ly = 20, Lz = 240.Die Abbildung zeigt Schnitte f(x; y; z) jx = const:g ((a) und (c)) bzw. Projektionen auf die Schnitt-�achen ((b) und (d)) f�ur periodische ((a) und (b)) und antiperiodische ((c) und (d)) Randbedin-gungen. Bei der Darstellung der Projektionen wurden unterschiedliche L�angen der resultierendenVektoren nicht ber�ucksichtigt.



7.1. �ANDERUNGEN GEGEN�UBER DEM ISING{MODELL 141Systemgr�o�e t�Aquil(�) t�Aquil(�) n0 �int(�) �int(�) 1=f � n=�periodische Randbedingungen4 � 48 42500 85 8192 10245 � 60 42500 85 8192 10246 � 72 2500 3000 42500 10 85 85 8192 11527 � 84 70000 140 8192 11528 � 96 3000 4000 70000 19 140 140 8192 10009 � 108 82500 165 8192 104010 � 120 3500 5000 82500 23 165 165 8192 102411 � 132 125000 250 8192 96012 � 144 4500 6000 125000 24 250 250 8192 100013 � 156 130000 260 8192 50814 � 168 6000 10000 130000 38 260 260 8192 50715 � 180 145000 290 8192 50016 � 192 9000 14000 145000 48 290 290 8192 51417 � 204 215000 430 8192 52218 � 216 12000 16000 215000 90 430 430 8192 25519 � 228 240000 480 8192 27920 � 240 15000 20000 240000 100 480 480 8192 26325 � 300 32000 35000 280000 170 560 560 8192 13030 � 360 60000 60000 325000 200 650 650 8192 112Tab. 7.2: Simulationsparameter f�ur die Produktionsl�aufe der 3D XY{Systeme mit periodischenRandbedingungen. F�ur die Einheiten und die Bezugsgr�o�en der Autokorrelationszeiten gelten dieAusf�uhrungen in Kap. 6.magneten, vgl. Abb. 7.1. Da eine dreidimensionale Darstellung un�ubersichtlich w�are,wurden zun�achst Schnitte f(x; y; z) j x = const:g durch die Systeme betrachtet. Hierf�allt es jedoch schwer, die Cluster{Strukturen zu erkennen, da eben durch den Schnitteine Dimension des Systems verlorengeht. Daher wurden alternativ Projektionen derSpins auf eine solche Schnitt�ache erstellt, die die Cluster{Struktur deutlicher her-vortreten lassen. Wie auch im Ising{Fall sind aufgrund der starken Anisotropie derSysteme die Cluster wesentlich kleiner als etwa in kubischen Systemen (und daherauch schwerer zu erkennen). Eine optische Unterscheidung der Cluster{Strukturenvon Systemen mit antiperiodischen Randbedingungen von solchen mit periodischen



142 KAPITEL 7. DAS 3D XY{MODELLSystemgr�o�e t�Aquil(�) t�Aquil(�) n0 �int(�) �int(�) 1=f � n=�antiperiodische Randbedingungen4 � 50 1500 2500 31000 21 62 62 8192 21765 � 50 37500 75 8192 21766 � 50 1500 3000 37500 17 75 75 8192 21767 � 50 40000 80 8192 21768 � 50 2000 3000 40000 15 80 80 8192 21769 � 50 40000 80 8192 224010 � 50 2500 3500 40000 13 78 80 8192 212011 � 50 45000 90 8192 204612 � 50 3000 4000 45000 13 90 90 8192 201013 � 50 50000 100 8192 203014 � 54 3500 4000 50000 16 100 100 8192 204415 � 56 55000 110 8192 204816 � 60 3500 4500 55000 18 110 110 8192 107617 � 64 60000 120 8192 100018 � 68 4000 5500 60000 18 120 120 8192 131819 � 72 80000 160 8192 129020 � 76 5000 6500 80000 25 160 160 8192 105525 � 96 15000 15000 120000 33 240 240 8192 52230 � 114 18000 20000 135000 43 270 270 8192 503Tab. 7.3: Simulationsparameter f�ur die Produktionsl�aufe der 3D XY{Systeme mit antiperiodischenRandbedingungen.ist nur schwer m�oglich; relativ gut zu erkennen ist lediglich das Auftreten einer fe-sten Grenz�ache (antiferromagnetische Naht) am entsprechenden Systemrand. DieErgebnisse f�ur die durchschnittlichen Gr�o�en der Cluster des Update{Algorithmus'weiter unten zeigen jedoch auch f�ur das XY{Modell (bei gleicher Systemgr�o�e) f�urantiperiodische Randbedingungen deutlich kleinere Cluster. Ein Vergleich mit denErgebnissen f�ur das 3D Ising{Modell im vorangegangenen Kapitel zeigt auch, da�die Cluster des Wol�{Algorithmus (stochastische Cluster) f�ur das XY{Modell beigleicher Systemgr�o�e f�ur beide Arten von Randbedingungen kleiner sind als f�ur dasIsing{Modell.



7.2. SIMULATIONSPARAMETER 143System ��� q\VAR imin{imax ��� q\VAR imin{imax � hjCjiVperiodische Randbedingungen4� 48 2.8902 0.0010 5 { 19 0.7283 0.0038 4 { 7 2 3.31%5� 60 3.6659 0.0024 8 { 21 0.9173 0.0066 5 { 10 2 2.69%6� 72 4.4273 0.0048 12 { 28 1.1247 0.0099 6 { 11 2 2.26%7� 84 5.1886 0.0023 10 { 28 1.3010 0.0083 7 { 16 3 1.94%8� 96 5.9500 0.0024 10 { 30 1.5065 0.0134 8 { 16 3 1.69%9� 108 6.7121 0.0031 12 { 37 1.6972 0.0103 8 { 16 3 1.51%10� 120 7.4692 0.0025 12 { 48 1.8696 0.0187 10 { 18 4 1.36%11� 132 8.2263 0.0027 13 { 49 2.0493 0.0136 10 { 24 4 1.23%12� 144 8.9854 0.0040 16 { 60 2.2636 0.0114 10 { 21 4 1.13%13� 156 9.7387 0.0043 15 { 56 2.4347 0.0115 10 { 19 5 1.04%14� 168 10.5009 0.0043 15 { 51 2.6507 0.0157 11 { 22 5 0.96%15� 180 11.2581 0.0047 17 { 62 2.8367 0.0240 13 { 27 6 0.90%16� 192 12.0052 0.0043 17 { 84 3.0003 0.0222 13 { 24 6 0.83%17� 204 12.7803 0.0048 18 { 78 3.2044 0.0189 13 { 23 6 0.79%18� 216 13.5260 0.0077 21 { 81 3.3860 0.0367 15 { 30 7 0.74%19� 228 14.2564 0.0081 23 { 85 3.5621 0.0311 15 { 29 7 0.70%20� 240 15.0424 0.0089 24 { 93 3.7681 0.0418 16 { 32 7 0.66%25� 300 18.8121 0.0180 35 { 97 4.7430 0.0439 18 { 39 9 0.53%30� 360 22.5836 0.0208 40 {105 5.7542 0.0452 20 { 40 11 0.45%Tab. 7.4: Mittelwerte �� f�ur die Korrelationsl�angen von Spin und Energiedichte des dreidimensio-nalen XY{Modells mit periodischen Randbedingungen.7.2 SimulationsparameterUm den Einu� der Unsicherheit hinsichtlich des genauen Wertes der kriti-schen Temperatur des Modells zu minimieren, wurden die Simulationen bei einerTemperatur durchgef�uhrt, die dem fehlergewichteten Mittelwert einiger j�ungererWerte der Literatur entspricht, vgl. Tab. 7.1:�0 = 0:4541670(32) (7.2)Durch Temperaturumwichtung wurden zus�atzlich Zeitreihen f�ur die Temperaturen�0 ��� sowie die gr�o�te und die kleinste in den Mittelwert eingehende Sch�atzung



144 KAPITEL 7. DAS 3D XY{MODELLSystem ��� q\VAR imin{imax ��� q\VAR imin{imax � hjCjiVantiperiodische Randbedingungen4� 50 1.0560 0.0015 4 { 10 0.3724 0.0009 2 { 3 1 1.69%5� 50 1.2832 0.0024 5 { 13 0.4556 0.0054 3 { 5 1 1.63%6� 50 1.5137 0.0018 5 { 14 0.5252 0.0032 3 { 6 1 1.59%7� 50 1.7699 0.0079 8 { 15 0.6323 0.0132 4 { 6 1 1.55%8� 50 2.0105 0.0094 9 { 20 0.6962 0.0090 4 { 7 1 1.52%9� 50 2.2334 0.0050 9 { 21 0.7943 0.0130 5 { 9 2 1.50%10� 50 2.4540 0.0098 11 { 22 0.8504 0.0109 5 { 8 2 1.49%11� 50 2.7122 0.0056 10 { 20 0.9442 0.0081 5 { 10 2 1.47%12� 50 2.9259 0.0100 12 { 20 1.0073 0.0067 5 { 11 2 1.45%13� 50 3.1864 0.0064 11 { 20 1.1036 0.0153 6 { 11 2 1.44%14� 54 3.4222 0.0071 12 { 22 1.1942 0.0132 6 { 10 2 1.32%15� 56 3.6657 0.0064 12 { 21 1.2614 0.0110 6 { 11 2 1.27%16� 60 3.9139 0.0098 13 { 26 1.3409 0.0138 6 { 11 2 1.18%17� 64 4.1362 0.0069 12 { 26 1.4139 0.0130 6 { 10 2 1.10%18� 68 4.3709 0.0060 13 { 26 1.5317 0.0292 8 { 12 3 1.03%19� 72 4.6307 0.0067 14 { 30 1.5877 0.0217 8 { 14 3 0.97%20� 76 4.8634 0.0107 16 { 27 1.6577 0.0246 8 { 13 3 0.92%25� 96 6.0604 0.0127 18 { 39 2.0582 0.0265 9 { 16 4 0.71%30� 114 7.2542 0.0087 18 { 42 2.4768 0.0615 12 { 18 5 0.59%Tab. 7.5: Mittelwerte �� f�ur die Korrelationsl�angen von Spin und Energiedichte des dreidimensio-nalen XY{Modells mit antiperiodischen Randbedingungen.f�ur �0, �min = 0:45406 und �max = 0:45421, erzeugt.Die Wahl der longitudinalen Gr�o�e Lz der Systeme bei gegebenem Lx = Ly erfolgtewiederum durch Betrachtung des Verh�altnisses Lz=��, das etwa 15 betragen sollte.Als Richtwerte f�ur die Amplituden des FSS der Spin{Korrelationsl�ange wurden dazuA� = 0:8 f�ur periodische bzw. A� = 0:25 f�ur antiperiodische Randbedingungen ange-nommen. F�ur die kleineren Systeme mit antiperiodischen Randbedingungen wurdedie Skalierung von Lz wie auch f�ur die Ising{Systeme durch die Einf�uhrung einerkonstanten L�ange Lz ersetzt. Autokorrelations{ und �Aquilibrierungszeiten wurdenanalog zum Ising{Fall durch eine Binning{ bzw. Zeitreihen{Analyse bestimmt und



7.3. ERGEBNISSE 145zur Festlegung der Simulationsparameter verwendet. Die relevanten Parameter f�urdie Produktionsl�aufe f�ur das XY{Modell sind in den Tabellen 7.2 und 7.3 zusam-mengestellt.Bei der Analyse der Messungen f�ur die Korrelationsfunktionen durch die Di�eren-zenmethode wurde der Abstand � gem�a� der Regel � � 2�� gew�ahlt.7.3 ErgebnisseDie Anwendung des in den vorangegangenen Kapiteln vorgestellten Apparates anAnalyse{Methoden liefert wiederum eine Liste von Sch�atzungen �� f�ur die Korre-lationsl�angen von lokaler Magnetisierung und Energiedichte in Abh�angigkeit vonden transversalen Systemgr�o�en Lx; nach den gew�ahlten Randbedingungen geordnetsind diese in den Tabellen 7.4 und 7.5 zusammengestellt. Bei der Jackknife{Analysewurde hier infolge der Erkenntnisse aus der Untersuchung des 3D Ising{Modellsoben auf eine Bias{Reduktion unter Verwendung von Double Jackknife Bias Cor-rected Estimators verzichtet.Das FSS{Verhalten der Korrelationsl�angen ist in den Abbn. 7.2 und 7.3 dargestellt.Zur Bestimmung der Amplituden des FSS der Korrelationsl�angen wurden Fits anFunktionen der Form (6.7) vorgenommen, d.h. unter Ber�ucksichtigung einer e�ek-tiven Korrektur zum f�uhrenden Skalenverhalten. Da� solche Korrekturen mit derL�ange der vorhandenen Zeitreihen deutlich aufgel�ost werden k�onnen, zeigt die Auf-tragung der Amplituden �=Lx in den Abbildungen 7.4 und 7.5. F�ur die Systememit periodischen Randbedingungen ergibt die Fit{Prozedur folgende Sch�atzungenf�ur die Amplituden des FSS der Korrelationsl�angen:A� = 0:75409(59) (Lx = 6� 30)B� = �0:298(79)�� = �0:62(15)�2=g = 1:39Q = 0:14A� = 0:1899(15) (Lx = 4� 30)B� = �0:050(41)�� = �0:35(65)�2=g = 0:79Q = 0:70
(7.3)
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Abb. 7.2: FSS{Graphen f�ur die Korrelationsl�angen von lokaler Magnetisierung (oben) undEnergiedichte (unten) des 3D XY{Modells mit periodischen Randbedingungen f�ur Systememit Lx = 4 bis Lx = 30.
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Abb. 7.3: FSS{Graphen f�ur die Korrelationsl�angen von lokaler Magnetisierung (oben)und Energiedichte (unten) des 3D XY{Modells mit antiperiodischen Randbedingungen f�urSysteme mit Lx = 4 bis Lx = 30.
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Abb. 7.4: Verlauf der Sch�atzungen f�ur die Amplituden Â = ��=Lx des FSS der Korrelati-onsl�angen von Spin und Energiedichte f�ur periodische Randbedingungen. Die Kurven zeigenFits an die Funktion � = ALx + BL�x ; die Ausdehnung der Kurven entspricht dem in denFit einbezogenen Bereich der Lx.
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Abb. 7.5: Verlauf der Sch�atzungen f�ur die Amplituden Â = ��=Lx des FSS der Korrelati-onsl�angen von Spin und Energiedichte f�ur antiperiodische Randbedingungen.



150 KAPITEL 7. DAS 3D XY{MODELL�0 ��� �0 +�� �min �maxA� 0.75350(54) 0.75471(65) | 0.7685(27)periodisch A� 0.1898(15) 0.1899(15) 0.1892(12) 0.1903(17)A�=A� 3.967(32) 3.974(32) | 4.038(39)A� 0.24106(58) 0.24120(56) 0.23846(102) 0.24198(46)antiperiodisch A� 0.0823(13) 0.0823(13) 0.0822(13) 0.0823(13)A�=A� 2.929(47) 2.931(47) 2.901(48) 2.940(47)Tab. 7.6: Ergebnisse f�ur die Amplituden A� bzw. A� der Fits gem�a� (6.7) f�ur die Temperaturen�0 � �� mit �0 = 0:4541670 und �� = 0:0000032 sowie die Temperaturen �min = 0:45406 und�max = 0:45421.F�ur antiperiodische Randbedingungen erh�alt man:A� = 0:24113(57) (Lx = 7� 30)B� = 0:35(20)�� = �0:76(29)�2=g = 1:37Q = 0:17A� = 0:0823(13) (Lx = 7� 30)B� = 0:34� 0:66�� = �0:98� 1:02�2=g = 0:68Q = 0:79
(7.4)

Da eine Festlegung des Korrekturexponenten � auf feldtheoretisch gewonneneSch�atzwerte f�ur die Fits beim Ising{Modell keinen Vorteil erbrachte, wurde hier aufeine solche Untersuchung verzichtet. Analysiert wurde jedoch der Einu� etwaigerAbweichungen der Simulationstemperatur von der wahren kritischen Temperaturdes Modells: durch Reweighting ergeben sich f�ur die Temperaturen �0 ��� gem�a�Kap. 7.2 als ver�anderte Sch�atzungen f�ur die Amplituden die in Tab. 7.6 zusammen-gestellten Werte. Im Vergleich mit den statistischen Fehlern ist hier o�enbar derEinu� der Unsicherheit hinsichtlich �c nicht bedeutend. Anders verh�alt es sich mitden Ergebnissen f�ur die zus�atzlich ber�ucksichtigten Temperaturen �min und �max;hier sind teilweise erhebliche Abweichungen zu beobachten. Abb. 7.6 zeigt dies f�urdie Spin{Korrelationsl�ange der Systeme mit periodischen Randbedingungen, f�ur die
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Abb. 7.6: Durch Reweighting gewonnene Sch�atzungen f�ur den Verlauf der Amplitude A�(periodische Randbedingungen) f�ur verschiedene Temperaturen um den (mutma�lichen) kri-tischen Punkt des 3D XY{Modells. Die Temperaturen entsprechen den Bezeichnungen derTab. 7.6.der E�ekt in Relation zu den statistischen Fehlern am st�arksten ausgepr�agt ist. F�urdie Temperatur �min ist hier nicht einmal mehr ein Fit der Form (6.7) m�oglich, da dieAmplituden sich nicht l�anger monoton verhalten. Aufgrund der vorhandenen Genau-igkeit der Simulationsdaten k�onnte man sogar umgekehrt die Aussage tre�en, da��min o�enbar klar unterhalb der wahren kritischen Temperatur des 3D XY{Modellsliegt. Aufgrund der h�oheren Genauigkeit ist der Einu� des Reweighting im Ver-gleich zu den statistischen Fehlern f�ur die Spin{Korrelationsl�angen generell gr�o�erals f�ur die Korrelationsl�angen der Energiedichte. Der Einu� auf die Amplituden{Verh�altnisse A�=A� ist dabei jeweils deutlich geringer als der auf die Amplituden,da eine �Anderung der Temperatur jeweils beide Korrelationsl�angen in die gleicheRichtung verschiebt. Die Sch�atzungen ��(Lx) f�ur die einzelnen Korrelationsl�angenaus den umgewichteten Zeitreihen sind im Anhang zusammengestellt.F�ur die Simulationstemperatur �0 erh�alt man f�ur das Verh�altnis der Amplituden



152 KAPITEL 7. DAS 3D XY{MODELLdes FSS der Korrelationsl�angen schlie�lich:A�=A� = 3:971(32) f�ur periodische RBA�=A� = 2:930(47) f�ur antiperiodische RB: (7.5)Aus den Literaturwerten f�ur � und  gem�a� Tab. 7.1 ergibt sich f�ur das Verh�altnisder Skalendimensionen die Sch�atzung (vgl. Gl. (2.88)):x�=x� = 2:923(7): (7.6)Es zeigt sich somit eine sehr gute �Ubereinstimmung des Amplitudenverh�altnisses mitdem Verh�altnis der Skalendimensionen f�ur die Systeme mit antiperiodischen Rand-bedingungen, keinerlei �Ubereinstimmung dagegen f�ur die Systeme mit periodischenRandbedingungen. Eine lineare Beziehung zwischen den Amplituden des FSS derKorrelationsl�angen und den zugeh�origen Skalendimensionen gem�a� (7.1) ist daherauch f�ur das XY{Modell in drei Dimensionen nur erf�ullt, wenn man antiperiodischeRandbedingungen entlang der T 2{Richtungen w�ahlt.



Kapitel 8
Das 3D Heisenberg{Modell
Nachdem die Frage nach der G�ultigkeit einer linearen Amplituden{Exponenten{Relation f�ur das Ising{ und das XY{Modell in ermutigend eindeutiger Weise beant-wortet werden konnte, wollen wir mit demselben Methoden nun auch das FSS derKorrelationsl�angen des dreidimensionalen Heisenberg{Modells untersuchen.Die methodischen �Anderungen gegen�uber der Analyse des XY{Modells beschr�ankensich auf die Anpassung des Simulationsprogramms von zweidimensionalen auf drei-dimensionale Spin{Variablen. Die Analyse der Daten verl�auft dagegen vollkommenanalog, da die Korrelationsfunktionen selbst wieder Skalare sind. Die Parameter f�urdie Simulations{L�aufe wurden nach den in den vorangegangenen Kapiteln entwickel-ten Kriterien bestimmt und sind in den Tabellen 8.2 und 8.3 zusammengestellt. Ge-gen�uber den Simulationen zum 3D Ising{ und XY{Modell wurden jeweils nur halbso viele Werte der Zeitreihe zu einem Block zusammengefa�t, da f�ur das Heisenberg{Modell aufgrund des h�oheren Rechenaufwandes eine etwas geringere L�ange der Zeit-reihen zu erwarten ist und dennoch | um den Einu� des Bias zu minimieren |m�oglichst viele Bins zur Verf�ugung stehen sollen; die Bl�ocke sind jedoch weiterhinnahezu unkorreliert, wie es f�ur die Jackknife{Analyse erforderlich ist. Die Gr�o�e derSysteme in der longitudinalen Richtung wurde unter Verwendung folgender Sch�atz-werte f�ur die Amplituden des FSS der Spin{Korrelationsl�angen bestimmt:A� = 8<: 0:71 f�ur periodische Randbedingungen0:25 f�ur antiperiodische Randbedingungen : (8.1)Dabei sollte die Bedingung ��=Lz � 15 erf�ullt sein.Alle Simulationen wurden bei einer Temperatur durchgef�uhrt, die einem Mittelwert153



154 KAPITEL 8. DAS 3D HEISENBERG{MODELLMethode �c �  QuelleHT{Reihe 0.69303(3) 0.715(3) 1.404(4) [14]HT{Reihe 0.69305(4) 0.716(2) 1.406(3) [14]HT{Reihe 0.6929(1) 0.712(10) 1.400(10) [2]MC 0.693002(12) 0.7128(14) 1.399(2) [4]MC 0.6930(1) 0.704(6) 1.389(14) [50, 51]MC 0.693035(37) 0.7036(23) 1.3896(70 [23]MC 0.6929(1) 0.706(9) 1.390(23) [73]MC 0.6930(2) | | [27]Gewichtetes Mittel 0.693004(7) 0.71187(95) 1.4008(15)Tab. 8.1: Literaturwerte f�ur die Temperatur des Phasen�ubergangs und die kritischen Exponenten� und  des dreidimensionalen Heisenberg{Modells.einiger j�ungerer Werte der Literatur f�ur die kritische Temperatur des Heisenberg{Modells entspricht, vgl. Tab. 8.1:�0 = 0:693004(7): (8.2)Durch Verwendung der Reweighting{Technik wurden zus�atzlich Zeitreihen f�ur dieTemperaturen �0 � �� mit �� = 0:000007 sowie die beiden Extremwerte �min =0:6929 und �max = 0:69305 erzeugt.Aus den Zeitreihen f�ur die Korrelationsfunktionen wurden mit den in den vorange-gangenen Kapiteln beschriebenen Methoden die Sch�atzungen ��(Lx) f�ur die Korre-lationsl�angen von lokaler Magnetisierung und Energiedichte gewonnen. Der in dieBestimmung der Korrelationsl�angen mit Hilfe der Di�erenzenmethode eingehendeAbstand wurde so gew�ahlt, da� � � 2�� erf�ullt ist. Die Werte{Tabellen 8.4 und8.5 zeigt die Ergebnisse dieser Analyse in Abh�angigkeit von den gew�ahlten Rand-bedingungen und den transversalen Gittergr�o�en Lx. Die zus�atzlich aufgef�uhrtenWerte f�ur die durchschnittlichen Gr�o�en der stochastischen Wol�{Cluster zeigen,da� diese o�enbar f�ur die Klasse der O(n){Spin{Modelle mit wachsendem n beigleicher Systemgr�o�e kleiner werden. Die Beobachtung durchschnittlich kleinererCluster f�ur die Systeme mit antiperiodischen Randbedingungen l�a�t sich auch imFalle des Heisenberg{Modells machen.Die Abbn. 8.1 und 8.2 zeigen das FSS{Verhalten der Korrelationsl�angen desHeisenberg{Modells. Die Auftragung der Amplituden �=Lx in den Abbildungen 8.3



155Systemgr�o�e t�Aquil(�) t�Aquil(�) n0 �int(�) �int(�) 1=f � n=�periodische Randbedingungen4 � 50 600 1500 42500 20 85 85 4096 10245 � 54 60000 120 4096 10246 � 64 1000 2500 60000 45 150 120 4096 10247 � 76 80000 160 4096 10248 � 86 2000 3000 80000 50 120 160 4096 10249 � 96 90000 180 4096 102410 � 108 4000 4500 90000 80 200 180 4096 108811 � 118 95000 190 4096 102412 � 128 6000 7000 95000 80 180 190 4096 100013 � 140 100000 200 4096 100214 � 150 9000 10000 100000 100 190 200 4096 101215 � 160 125000 250 4096 99216 � 170 16000 18000 125000 160 250 250 4096 55017 � 182 150000 300 4096 56418 � 192 18000 20000 150000 240 300 300 4096 51819 � 204 180000 360 4096 53820 � 213 22000 26000 180000 250 360 360 4096 52625 � 266 45000 45000 240000 260 480 480 4096 24730 � 320 60000 60000 300000 320 600 600 4096 133Tab. 8.2: Simulationsparameter f�ur die Produktionsl�aufe der 3D Heisenberg{Systeme mit periodi-schen Randbedingungen.und 8.4 zeigt, da� die Korrelationsl�angen nicht vollkommen linear mit der System-gr�o�e Lx skalieren und da� die Korrekturen zum FSS aufgel�ost werden k�onnen.Bei den Sch�atzungen f�ur die Energie{Korrelationsl�angen der Systeme mit periodi-schen Randbedingungen sind die Korrekturen vor dem Hintergrund der statistischenFehler jedoch nur noch sehr schwach zu sehen. Hier wurde daher auf eine explizi-te Ber�ucksichtigung der Korrekturen verzichtet und unter Auslassung des PunktesLx = 4 ein linearer Fit vorgenommen.In den �ubrigen F�allen wurde zur Ber�ucksichtigung der Korrekturen zum FSS der



156 KAPITEL 8. DAS 3D HEISENBERG{MODELLSystemgr�o�e t�Aquil(�) t�Aquil(�) n0 �int(�) �int(�) 1=f � n=�antiperiodische Randbedingungen4 � 50 300 500 42500 35 85 85 4096 20485 � 50 50000 100 4096 20486 � 50 1000 2000 50000 35 100 100 4096 20487 � 50 55000 110 4096 20488 � 50 1200 2000 55000 32 110 110 4096 20489 � 50 70000 140 4096 204810 � 50 2000 3000 70000 27 140 140 4096 217611 � 50 70000 140 4096 210012 � 50 2500 3000 70000 40 130 140 4096 196013 � 50 70000 140 4096 200014 � 54 3000 4000 70000 50 140 140 4096 210015 � 56 75000 150 4096 204016 � 60 4000 5000 75000 60 150 150 4096 107017 � 64 115000 230 4096 109018 � 68 5000 7000 115000 70 230 230 4096 106519 � 72 115000 230 4096 104720 � 76 9000 9000 115000 50 220 230 4096 107125 � 94 16000 20000 200000 100 400 400 4096 65230 � 114 28000 32000 300000 140 600 600 4096 483Tab. 8.3: Simulationsparameter f�ur die Produktionsl�aufe der 3D Heisenberg{Systeme mit antipe-riodischen Randbedingungen.Verlauf ��(Lx) der Korrelationsl�angen an Funktionen der Form�(Lx) = ALx +BL�x (8.3)ge�ttet; dabei wurde auf eine Festlegung der Korrekturexponenten auf vorhandenefeldtheoretische Sch�atzwerte verzichtet.F�ur die eigentliche Simulationstemperatur �0 ergaben sich so f�ur die f�uhrenden Am-



157System ��� q\VAR imin{imax ��� q\VAR imin{imax � hjCjiVperiodische Randbedingungen4� 50 2.7857 0.0048 8 { 20 0.6529 0.0134 4 { 6 1 2.81%5� 54 3.5339 0.0030 8 { 21 0.8482 0.0038 4 { 8 2 2.62%6� 64 4.2654 0.0020 7 { 25 1.0183 0.0080 5 { 11 2 2.22%7� 76 4.9870 0.0019 7 { 25 1.2023 0.0146 6 { 11 2 1.86%8� 86 5.7182 0.0028 10 { 32 1.3592 0.0154 7 { 13 3 1.65%9� 96 6.4408 0.0028 10 { 35 1.5596 0.0237 8 { 16 3 1.47%10� 108 7.1656 0.0030 11 { 39 1.7040 0.0098 7 { 17 3 1.30%11� 118 7.8862 0.0035 13 { 45 1.8676 0.0127 8 { 15 4 1.20%12� 128 8.6024 0.0036 14 { 52 2.0118 0.0188 9 { 16 4 1.09%13� 140 9.3366 0.0038 14 { 58 2.1719 0.0173 9 { 16 4 1.00%14� 150 10.0579 0.0042 16 { 52 2.4106 0.0295 11 { 20 5 0.93%15� 160 10.7784 0.0038 15 { 69 2.6005 0.0366 12 { 23 5 0.87%16� 170 11.4961 0.0050 15 { 70 2.6957 0.0313 11 { 20 5 0.82%17� 182 12.2187 0.0048 16 { 73 2.9047 0.0328 12 { 23 6 0.76%18� 192 12.9476 0.0054 17 { 70 3.0203 0.0419 13 { 28 6 0.72%19� 204 13.6669 0.0062 18 { 70 3.1934 0.0377 13 { 26 6 0.69%20� 213 14.3883 0.0064 20 { 78 3.4003 0.0301 13 { 27 7 0.65%25� 266 17.9859 0.0096 23 { 96 4.1676 0.0749 16 { 25 8 0.52%30� 320 21.6020 0.0127 24 { 75 5.1375 0.1204 18 { 26 10 0.42%Tab. 8.4: Mittelwerte �� f�ur die Korrelationsl�angen von Spin und Energiedichte des dreidimensio-nalen Heisenberg{Modells mit periodischen Randbedingungen.plituden als Sch�atzungen f�ur die Systeme mit periodischen Randbedingungen:A� = 0:72068(34) (Lx = 5� 30)B� = �0:203(45)�� = �0:67(14)�2=g = 0:89Q = 0:57A� = 0:16966(36) (Lx = 5� 30)�2=g = 0:94Q = 0:53
(8.4)
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Abb. 8.1: FSS{Graphen f�ur die Korrelationsl�angen von lokaler Magnetisierung (oben) undEnergiedichte (unten) des 3D Heisenberg{Modells mit periodischen Randbedingungen f�urSysteme mit Lx = 4 bis Lx = 30. Die Kurve im oberen Bild zeigt einen Fit an die Funktion� = ALx + BL�x , die im unteren einen linearen Fit gem�a� �� = ALx; die Ausdehnung derKurven entspricht dem in den Fit einbezogenen Bereich der Lx.
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Abb. 8.2: FSS{Graphen f�ur die Korrelationsl�angen von lokaler Magnetisierung (oben) undEnergiedichte (unten) des 3D Heisenberg{Modells mit antiperiodischen Randbedingungenf�ur Systeme mit Lx = 4 bis Lx = 30. Die Kurven zeigen Fits an die Funktion � = ALx+BL�x .
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Abb. 8.3: Verlauf der Sch�atzungen f�ur die Amplituden Â = ��=Lx des FSS der Korrelati-onsl�angen von Spin und Energiedichte f�ur periodische Randbedingungen.
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Abb. 8.4: Verlauf der Sch�atzungen f�ur die Amplituden Â = ��=Lx des FSS der Korrelati-onsl�angen von Spin und Energiedichte f�ur antiperiodische Randbedingungen.



162 KAPITEL 8. DAS 3D HEISENBERG{MODELLSystem ��� q\VAR imin{imax ��� q\VAR imin{imax � hjCjiVantiperiodische Randbedingungen4� 50 1.0763 0.0047 5 { 9 0.3696 0.0013 2 { 4 1 1.56%5� 50 1.2979 0.0027 5 { 12 0.4384 0.0100 3 { 4 1 1.51%6� 50 1.5343 0.0040 6 { 13 0.5140 0.0056 3 { 5 1 1.47%7� 50 1.7757 0.0029 6 { 18 0.6000 0.0039 3 { 6 1 1.44%8� 50 2.0219 0.0041 7 { 16 0.6761 0.0161 4 { 6 1 1.42%9� 50 2.2602 0.0051 8 { 22 0.7479 0.0117 4 { 8 1 1.40%10� 50 2.4984 0.0030 8 { 21 0.8381 0.0170 5 { 8 2 1.39%11� 50 2.7521 0.0061 10 { 20 0.9335 0.0123 5 { 9 2 1.38%12� 50 2.9934 0.0056 10 { 22 0.9722 0.0114 5 { 9 2 1.37%13� 50 3.2379 0.0072 11 { 21 1.0739 0.0243 6 { 13 2 1.36%14� 54 3.4695 0.0059 11 { 22 1.1181 0.0086 5 { 9 2 1.25%15� 56 3.7118 0.0072 12 { 24 1.2272 0.0206 6 { 9 2 1.20%16� 60 3.9637 0.0122 14 { 26 1.2857 0.0160 6 { 11 3 1.11%17� 64 4.1955 0.0078 13 { 28 1.4250 0.0285 7 { 10 3 1.04%18� 68 4.4482 0.0094 14 { 26 1.4484 0.0229 7 { 13 3 0.97%19� 72 4.6885 0.0084 14 { 29 1.5782 0.0388 8 { 16 3 0.94%20� 76 4.9258 0.0077 14 { 32 1.6012 0.0202 7 { 14 3 0.87%25� 94 6.1524 0.0090 16 { 34 2.0051 0.0630 10 { 15 4 0.67%30� 114 7.3874 0.0128 20 { 45 2.4112 0.0886 10 { 13 5 0.57%Tab. 8.5: Mittelwerte �� f�ur die Korrelationsl�angen von Spin und Energiedichte des dreidimensio-nalen Heisenberg{Modells mit antiperiodischen Randbedingungen.F�ur die Systeme mit antiperiodischen Randbedingungen erh�alt man:A� = 0:24462(51) (Lx = 5� 30)B� = 0:147(31)�� = �0:42(14)�2=g = 0:74Q = 0:75A� = 0:0793(20) (Lx = 7� 30)B� = 0:21(42)�� = �0:79� 1:15�2=g = 1:38Q = 0:16
(8.5)



163�0 ��� �0 +�� �min �maxA� 0.72034(36) 0.72124(38) | 0.72542(77)periodisch A� 0.16972(41) 0.16967(36) 0.16964(36) 0.16967(36)A�=A� 4.2443(105) 4.2508(93) | 4.2755(101)A� 0.24455(51) 0.24469(50) 0.24351(61) 0.24507(47)antiperiodisch A� 0.0793(20) 0.0793(20) 0.0792(19) 0.0790(22)A�=A� 3.084(78) 3.086(78) 3.075(74) 3.102(87)Tab. 8.6: Ergebnisse f�ur die Amplituden A� bzw. A� der Fits gem�a� (8.3) f�ur die Temperaturen�0 ��� = 0:692997, �0 +�� = 0:693011, �min = 0:6929 und �max = 0:69305.Den Einu� der Unsicherheit hinsichtlich der kritischen Temperatur des Heisenberg{Modells auf die Sch�atzungen f�ur die Korrelationsl�angen verdeutlichen die in Tab. 8.6aufgef�uhrten Ergebnisse f�ur die Amplituden bei den Temperaturen �0 � �� sowie�min und �max. F�ur die Temperatur �min zeigt sich ein �ahnlicher E�ekt wie im Falledes 3D XY{Modells: der Verlauf ���=Lx der Amplitude der Spin{Korrelationsl�angef�ur die Systeme mit periodischen Randbedingungen ist f�ur diese Temperatur nichtmehr monoton, so da� kein sinnvoller Fit an eine Funktion der Form (8.3) mehrm�oglich ist. Da� sich die Amplituden mit der Temperatur � nicht immer monotonverhalten wie man es etwa aus Abb. 7.6 erwarten w�urde, ist eine Folge teilweisenotwendiger Ver�anderungen des Bereiches imin; : : : ; imax der in �� eingehenden Werte.Diese Bereiche sowie die einzelnen Werte ��(Lx) aus den umgewichteten Zeitreihensind wiederum im Anhang aufgef�uhrt. Die Korrekturen aus der Umwichtung auf�0 ��� sind o�enbar gegen�uber den statistischen Fehlern zu vernachl�assigen.F�ur die Verh�altnisse der f�uhrenden Amplituden des FSS der Korrelationsl�angenergeben sich die Sch�atzungen:A�=A� = 4:2478(92) f�ur periodische RBA�=A� = 3:085(78) f�ur antiperiodische RB: (8.6)Ein Vergleich mit dem Verh�altnis x�=x� der Skalendimensionen wie es aus den inTab. 8.1 aufgef�uhrten Werten f�ur die kritischen Exponenten � und  des Heisenberg{Modells folgt: x�=x� = 3:091(8); (8.7)zeigt eine hervorragende �Ubereinstimmung der Ergebnisse mit der Behauptung einerlinearen Beziehung zwischen Amplituden und Exponenten des FSS der Korrelati-



164 KAPITEL 8. DAS 3D HEISENBERG{MODELLonsl�angen f�ur antiperiodische Randbedingungen. F�ur die Systeme mit periodischenRandbedingungen l�a�t sich die G�ultigkeit einer solchen Beziehung mit gro�er Si-cherheit ausschlie�en.



Kapitel 9
Universelle Amplituden
Die Ergebnisse der bisherigen Untersuchungen zeigen, da� eine lineare Beziehungzwischen den Amplituden des FSS der Korrelationsl�angen von Spin und Energie-dichte und den zugeh�origen Skalendimensionen gem�a��i = AxiL (9.1)f�ur die drei ersten Vertreter der Klasse der O(n){Spin{Modelle dann G�ultigkeit hat,wenn man antiperiodische Randbedingungen in der Torusrichtung der GeometrieT 2 � IR w�ahlt. Man kann vermuten, da� eine solche Beziehung zumindest inner-halb der Klasse der O(n){Spin{Modelle universelle G�ultigkeit hat. Es ist dann vonInteresse, den Charakter der "Meta{Amplitude\ A in obiger Gleichung zu unter-suchen. Nimmt man | aufgrund der Ergebnisse der Arbeit mit Berechtigung |an, da� diese Relation g�ultig ist, so l�a�t sich im R�uckschlu� die Amplitude A ausden gemessenen Amplituden des FSS der Korrelationsl�angen und Literaturwertenf�ur die Skalendimensionen bestimmen. Diese M�oglichkeit stellt einen direkten Vor-teil der Untersuchung des Problems mit Hilfe einer MC{Simulation dar, da eineAnalyse etwa mittels einer Transfermatrix{Rechnung die Hamiltonsche Formulie-rung der betrachteten Modelle verwenden mu�, in der die Hamilton{Funktion nurbis auf einen Normierungsfaktor bestimmt ist, so da� sich die Amplitude A hierausnicht erschlie�en l�a�t. Insbesondere soll hier die Frage beantwortet werden, ob dieAmplitude A vom betrachteten Modell, d.h. dem Parameter n, abh�angt, oder einenuniversellen Charakter hat.Wir wollen hier die Amplituden A der untersuchten Modelle unter Annahme derG�ultigkeit der linearen Amplituden{Exponenten{Relation f�ur Systeme mit antiperi-165
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Abb. 9.1: Sch�atzungen f�ur die Amplituden A der linearen Amplituden{Exponenten{Relation (9.1) in Abh�angigkeit von 1=n. n = 1 entspricht dem Ising{, n = 2 dem XY{und n = 3 dem Heisenberg{Modell. Die Werte wurden aus den gemessenen Amplituden desFSS der Spin{Korrelationsl�angen der Modelle gewonnen. Der Wert f�ur den Limes n ! 1folgt aus der �Aquivalenz des sph�arischen Modells und des O(n){Spin{Modells in diesemLimes [80, 48].odischen Randbedingungen aus den Skalen{Amplituden der Spin{Korrelationsl�angebestimmen, da diese in allen F�allen genauer bestimmt werden konnten als die Ampli-tuden der Energie{Korrelationsl�ange. Aus den �ublichen kritischen Exponenten l�a�tsich die Skalendimension x� �uber folgende Beziehung bestimmen (vgl. Gln. (2.34),(2.35) und (2.37)): x� = �� = d� =�2 : (9.2)Mit den in den Kapiteln 2, 7 und 8 angegebenen Werten f�ur die Exponenten  und� erh�alt man daraus:x� = 8>><>>: 0:5175(5) f�ur das Ising{Modell0:5178(15) f�ur das XY{Modell0:5161(17) f�ur das Heisenberg{Modell : (9.3)



167Aus den Sch�atzwerten f�ur die f�uhrenden Amplituden des FSS der Spin{Korrelationsl�angen der Modelle mit antiperiodischen Randbedingungen ergeben sichdamit f�ur die Amplituden A nach (9.1) die Werte:A = A�x� = 8>><>>: 0:12262(43) f�ur das Ising{Modell (n = 1)0:12486(47) f�ur das XY{Modell (n = 2)0:12625(49) f�ur das Heisenberg{Modell (n = 3) : (9.4)W�ahrend die entsprechenden Werte f�ur h�ohere n zun�achst nicht vorliegen, l�a�t sichein solcher jedoch f�ur den Grenzfall n!1 angeben, der ja dem sph�arischen Modellentspricht. Wie in Kap. 2 erw�ahnt, ergibt sich hier der WertA = 12�p2�1� 258�2��1=2 � 0:13614: (9.5)Zur Veranschaulichung ist in Abb. 9.1 der Verlauf von A gegen 1=n aufgetragen.Unter Ber�ucksichtigung der Genauigkeit der vorliegenden Werte l�a�t sich klar fest-stellen, da� die Amplitude A als Funktion von n nicht konstant ist. Sie ist da-her nicht, wie vermutet wurde [24], universell im Sinne einer Unabh�angigkeit vombetrachteten Modell, so da� die einzige Abh�angigkeit der Amplituden des FSS derKorrelationsl�angen in ihrer linearen Abh�angigkeit von den Skalendimensionen kon-densiert w�are. Die vorliegenden Daten stellen einen guten Ausgangspunkt dar, umeine detailliertere Aussage �uber das Verhalten von A mit der Ordnung n zu machen;geeignet w�are hierf�ur etwa eine 1=n{Entwicklung, die die L�ucke zwischen n = 3 undn = 1 verkleinert, aber gerade f�ur kleine n keine Aussagen machen kann, da siestark divergent ist.



Kapitel 10
Zusammenfassung
In einer Monte{Carlo{Simulation unter Verwendung des Wol�schen Single{Cluster{Algorithmus untersuchten wir das Finite Size Scaling der Korrelationsl�angen vonlokaler Magnetisierung und Energiedichte von Gittermodellen. Dabei betrachtetenwir die ersten drei Vertreter der Klasse der O(n){Spin{Modelle, das Ising{, das XY{und das Heisenberg{Modell auf dreidimensionalen kubischen Gittern in Approxima-tion der Geometrie S1� S1� IR. In den transversalen Richtungen S1 wurden dabeiperiodische und antiperiodische Randbedingungen analysiert.Zur Bestimmung der Korrelationsl�angen der betrachteten Observablen wurde eineReihe von Methoden entwickelt oder angepa�t, die zun�achst durch Anwendung aufdas zweidimensionale Ising{Modell auf der analogen Geometrie S1 � IR, f�ur dasexakte Ausdr�ucke f�ur die Amplituden des FSS bekannt sind, getestet und optimalabgestimmt wurden. Aus den gemessenen Korrelationsfunktionen wurden Sch�atzun-gen f�ur die Korrelationsl�angen durch eine kombinierte Bildung von Di�erenzen undVerh�altnissen zur Elimination von additiven und multiplikativen Konstanten direktbestimmt, ohne da� auf nichtlineare Fits zur�uckgegri�en werden mu�te. Der Be-stimmung jenes Bereichs der Korrelationsfunktion, wo ihr Abfall durch eine einzelneExponentialfunktion beschrieben wird, wurde dabei gro�e Aufmerksamkeit gewid-met, um systematische Fehler durch das zugrundeliegende diskrete Gitter zu unter-dr�ucken. Zur Fehlerrechnung wurde extensiver Gebrauch von Jackknife{Verfahrengemacht, die der Nichtlinearit�at der Transformation von den Korrelationsfunktionenzu den Korrelationsl�angen Rechnung tragen.Ziel der Arbeit war es, f�ur die betrachteten Geometrien die G�ultigkeit einer linea-ren Beziehung zwischen den Amplituden des FSS der Korrelationsl�angen und den168



169Skalendimensionen der zugeh�origen Operatoren gem�a��i = AiL; Ai = A=xi (10.1)in Abh�angigkeit von den Randbedingungen der Systeme in der transversalen Torus-richtung T 2 zu untersuchen. Eine solche Beziehung l�a�t sich f�ur die analogen zweidi-mensionalen Systeme mit periodischen Randbedingungen mit Mitteln der konformenFeldtheorie analytisch ableiten. Unter Ber�ucksichtigung der auftretenden Korrektu-ren zum FSS erhielten wir f�ur das dreidimensionale Ising{Modell die Amplituden:A� = 0:8183(32)A� = 0:2232(16) f�ur periodische RandbedingungenA� = 0:23694(80)A� = 0:08661(31) f�ur antiperiodische Randbedingungen (10.2)
Zur �Uberpr�ufung der Relation (10.1) ergab sich daraus f�ur das Verh�altnis:A�=A� = 3:666(30) f�ur periodische RandbedingungenA�=A� = 2:736(13) f�ur antiperiodische Randbedingungen (10.3)Im Vergleich mit dem varianzgewichteten Mittelwert einer Reihe von neueren Lite-raturwerten f�ur das Verh�altnis der Skalendimensionen:x�=x� = 2:7326(16) (10.4)zeigt sich eine hervorragende �Ubereinstimmung mit dem Verh�altnis der Amplitudendes FSS der Korrelationsl�angen f�ur den Fall antiperiodischer Randbedingungen, abereine eindeutige Abweichung f�ur periodische Randbedingungen. Gegen�uber erstenSimulationen f�ur das Ising{Modell von Weston [85] konnte die Genauigkeit um einenFaktor 15 soweit verbessert werden, da� die G�ultigkeit der Beziehung (10.1) f�ur dasdreidimensionale Ising{Modelle als erwiesen gelten kann.Ein Hauptanliegen der Arbeit lag in der Beantwortung der Frage, ob die angegebe-ne lineare Amplituden{Exponenten{Relation von universeller G�ultigkeit ist, oder obes sich etwa um eine Art numerischen Zufalls f�ur das Ising{Modell handelt. Daherwurden erstmals weitere Vertreter der Klasse der O(n){Spin{Modelle mit �ahnlichenMethoden auf das FSS der Korrelationsl�angen in der betrachteten hyperzylindri-schen Geometrie hin untersucht. F�ur das XY{Modell erhielten wir f�ur die f�uhrenden



170 KAPITEL 10. ZUSAMMENFASSUNGAmplituden des FSS und deren Verh�altnis die Sch�atzungenA� =0:75409(59)A� =0:1899(15)A�=A�=3:971(32) f�ur periodische RandbedingungenA� =0:24113(57)A� =0:0823(13)A�=A�=2:930(47) f�ur antiperiodische Randbedingungen (10.5)
Der Vergleich mit dem Literaturwert f�ur das Verh�altnis der Skalendimensionen vonx�=x� = 2:923(7) (10.6)best�atigt die G�ultigkeit der linearen Amplituden{Exponenten{Relation auch f�ur dasXY{Modell mit antiperiodischen Randbedingungen mit hoher Genauigkeit und wi-derlegt es im Falle periodischer Randbedingungen.Schlie�lich wurde auch f�ur das Heisenberg{Modell eine FSS{Analyse durchgef�uhrt.Es ergaben sich folgende Amplituden und Amplitudenverh�altnisse:A� =0:72068(34)A� =0:16966(36)A�=A�=4:2478(92) f�ur periodische RandbedingungenA� =0:24462(51)A� =0:0793(20)A�=A�=3:085(78) f�ur antiperiodische Randbedingungen (10.7)
Das Verh�altnis der Skalendimensionen von lokaler Magnetisierung und Energiedichteist hier gegeben durch: x�=x� = 3:091(8): (10.8)Daher ergibt sich auch im Falle des Heisenberg{Modells eine sehr gute Vertr�aglich-keit der Ergebnisse mit einer linearen Beziehung zwischen Amplituden und Exponen-ten des FSS der Korrelationsl�angen im Falle antiperiodischer Randbedingungen, wo-hingegen die Ergebnisse f�ur periodische Randbedingungen mit der G�ultigkeit einersolchen Beziehung vollkommen unvertr�aglich sind.In Verbindung mit den analytischen Ergebnissen f�ur das Gau�{Modell (n = 0) unddas sph�arische Modell (n =1), f�ur die (10.1) im Falle antiperiodischer Randbedin-gungen direkt bewiesen werden kann, wird somit klar, da� eine lineare Beziehung



171zwischen den Amplituden des FSS der Korrelationsl�angen und den zugeh�origen Ska-lendimensionen auf der Geometrie T 2� IR mit gro�er Wahrscheinlichkeit universelleG�ultigkeit hat. Wie in Kap. 2 diskutiert, sind hierbei zwei Tatsachen von besondererBedeutung:1. Die analoge Aussage f�ur zweidimensionale Systeme S1� IR l�a�t sich mit Hilfeder konformen Feldtheorie allgemein beweisen. Die hier betrachtete GeometrieT 2 � IR l�a�t sich jedoch gerade nicht mittels einer konformen Abbildung aufden achen Raum IR3 abbilden wie dies f�ur S1� IR der Fall ist. Dies gibt einenHinweis darauf, da� sich Aussagen der konformen Feldtheorie m�oglicherweisevon einer allgemeineren Theorie, also ausgehend von einer gr�o�eren Gruppevon Transformationen, reproduzieren lassen, die dreidimensionale Geometrienwie die betrachtete hyperzylindrische Form T 2 � IR einschlie�t.2. W�ahrend eine lineare Amplituden{Exponenten{Relation auf zweidimensiona-len Streifen S2 � IR f�ur periodische Randbedingungen g�ultig ist, gilt dies f�uranaloge dreidimensionale Systeme o�enbar im Falle antiperiodischer Randbe-dingungen. Der Einu� der Randbedingungen auf den Gehalt eines Modellsan Skalenoperatoren ist in zwei Dimensionen f�ur eine Reihe von Modellengenau untersucht worden [18]. Im Falle des Ising{Modells f�uhrt der Wech-sel zu antiperiodischen Randbedingungen zur Einf�uhrung von St�oroperatoren,so da� die lokaler Magnetisierung und die Energiedichte ihren Charakter alsprim�are Operatoren verlieren. Eine verallgemeinerte Analyse des Einussesvon antiperiodischen Randbedingungen auf die hier betrachteten Systeme bie-tet m�oglicherweise den Ansatzpunkt f�ur ein theoretisches Verst�andnis des Zu-standekommens der beobachteten linearen Amplituden{Exponenten{Relationauf dreidimensionalen Geometrien.Ist eine lineare Relation zwischen Amplituden und Skalendimensionen g�ultig, so sinddie Amplituden A gem�a� (10.1) unabh�angig vom betrachteten Skalenoperator undin diesem Sinne universell. F�ur die Systeme mit antiperiodischen Randbedingungenerhalten wir: A=0:12262(43) f�ur das Ising{ModellA=0:12486(47) f�ur das XY{ModellA=0:12625(49) f�ur das Heisenberg{Modell (10.9)Es l�a�t sich daher innerhalb der Fehler mit gro�er Sicherheit sagen, da� diese Ampli-tuden nicht universell sind im Sinne einer Unabh�angigkeit vom betrachteten Modell



172 KAPITEL 10. ZUSAMMENFASSUNG(innerhalb der Klasse der O(n){Spin{Modelle); stattdessen sind sie | wenn auchschwach | von der Dimension n des Ordnungsparameters abh�angig.
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Anhang A
Daten
In den folgenden Tabellen sind die Sch�atzungen ��(Lx) f�ur die Korrelationsl�angenvon Spin und Energiedichte des XY{ und des Heisenberg{Modells f�ur die neben dereigentlichen Simulations{Temperatur durch Reweighting zus�atzlich ber�ucksichtigtenTemperaturen aufgef�uhrt. Diese sind:� f�ur das XY{Modell: �0 +��=0:4541638�0 ���=0:4541702�min=0:45406�max=0:45421 (A.1)� f�ur das Heisenberg{Modell: �0 +��=0:693011�0 ���=0:692997�min=0:6929�max=0:69305 (A.2)Die Bereiche imin; : : : ; imax wurden f�ur die umgewichteten Sch�atzungen gegen�uberder Sch�atzung f�ur �0 nur dann ge�andert, wenn mit den urspr�unglichen Bereichendie Gr�o�en �� gem�a� der Di�erenzenmethode aufgrund negativer Argumente im Lo-garithmus nicht de�niert waren. In diesem Fall mu�te die obere Grenze imax etwasverkleinert werden.
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180 ANHANG A. DATEN
XY{ModellSystem ��� q\VAR imin{imax ��� q\VAR imin{imax �periodische Randbedingungen, � = �0 ���4 � 48 2.8901 0.0010 5 { 19 0.7283 0.0038 4 { 7 25 � 60 3.6657 0.0024 8 { 21 0.9173 0.0066 5 { 10 26 � 72 4.4270 0.0048 12 { 28 1.1247 0.0099 6 { 11 27 � 84 5.1882 0.0023 10 { 28 1.3010 0.0083 7 { 16 38 � 96 5.9494 0.0024 10 { 30 1.5065 0.0134 8 { 16 39 � 108 6.7112 0.0031 12 { 37 1.6972 0.0103 8 { 16 310 � 120 7.4681 0.0025 12 { 48 1.8696 0.0187 10 { 18 411 � 132 8.2250 0.0027 13 { 49 2.0492 0.0136 10 { 24 412 � 144 8.9837 0.0040 16 { 60 2.2635 0.0114 10 { 21 413 � 156 9.7367 0.0043 15 { 56 2.4346 0.0115 10 { 19 514 � 168 10.4984 0.0043 15 { 51 2.6506 0.0157 11 { 22 515 � 180 11.2552 0.0047 17 { 62 2.8366 0.0240 13 { 27 616 � 192 12.0018 0.0043 17 { 84 3.0002 0.0222 13 { 24 617 � 204 12.7763 0.0048 18 { 78 3.2043 0.0189 13 { 23 618 � 216 13.5214 0.0077 21 { 81 3.3857 0.0367 15 { 30 719 � 228 14.2511 0.0081 23 { 85 3.5617 0.0311 15 { 29 720 � 240 15.0364 0.0089 24 { 93 3.7676 0.0417 16 { 32 725 � 300 18.8014 0.0180 35 { 97 4.7428 0.0439 18 { 39 930 � 360 22.5657 0.0208 40 {105 5.7536 0.0452 20 { 40 11Tab. A.1: Mittelwerte ��(Lx) f�ur die Korrelationsl�angen des 3D XY{Modells mit periodischenRandbedingungen f�ur die Temperatur �0 ��� = 0:4541638.
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XY{ModellSystem ��� q\VAR imin{imax ��� q\VAR imin{imax �periodische Randbedingungen, � = �0 +��4 � 48 2.8903 0.0010 5 { 19 0.7283 0.0038 4 { 7 25 � 60 3.6661 0.0024 8 { 21 0.9174 0.0066 5 { 10 26 � 72 4.4276 0.0048 12 { 28 1.1247 0.0099 6 { 11 27 � 84 5.1891 0.0023 10 { 28 1.3011 0.0082 7 { 16 38 � 96 5.9506 0.0024 10 { 30 1.5066 0.0134 8 { 16 39 � 108 6.7129 0.0031 12 { 37 1.6972 0.0103 8 { 16 310� 120 7.4703 0.0025 12 { 48 1.8697 0.0187 10 { 18 411� 132 8.2276 0.0027 13 { 49 2.0494 0.0136 10 { 24 412� 144 8.9871 0.0040 16 { 60 2.2636 0.0114 10 { 21 413� 156 9.7408 0.0043 15 { 56 2.4347 0.0115 10 { 19 514� 168 10.5034 0.0043 15 { 51 2.6508 0.0157 11 { 22 515� 180 11.2610 0.0047 17 { 62 2.8368 0.0240 13 { 27 616� 192 12.0087 0.0043 17 { 84 3.0005 0.0222 13 { 24 617� 204 12.7843 0.0048 18 { 78 3.2044 0.0189 13 { 23 618� 216 13.5307 0.0077 21 { 81 3.3862 0.0367 15 { 30 719� 228 14.2617 0.0081 23 { 85 3.5625 0.0311 15 { 29 720� 240 15.0484 0.0089 24 { 93 3.7695 0.0417 16 { 32 725� 300 18.8227 0.0180 35 { 97 4.7431 0.0439 18 { 39 930� 360 22.6014 0.0209 40 {105 5.7548 0.0451 20 { 40 11Tab. A.2: Mittelwerte ��(Lx) f�ur die Korrelationsl�angen des 3D XY{Modells mit periodischenRandbedingungen f�ur die Temperatur �0 +�� = 0:4541702.



182 ANHANG A. DATEN
XY{ModellSystem ��� q\VAR imin{imax ��� q\VAR imin{imax �periodische Randbedingungen, � = �min4 � 48 2.8867 0.0010 5 { 19 0.7282 0.0038 4 { 7 25 � 60 3.6597 0.0024 8 { 21 0.9170 0.0066 5 { 10 26 � 72 4.4174 0.0048 12 { 28 1.1244 0.0100 6 { 11 27 � 84 5.1741 0.0023 10 { 28 1.2999 0.0083 7 { 16 38 � 96 5.9297 0.0024 10 { 30 1.5056 0.0135 8 { 16 39 � 108 6.6848 0.0030 12 { 37 1.6966 0.0103 8 { 16 310 � 120 7.4336 0.0025 12 { 48 1.8678 0.0188 10 { 18 411 � 132 8.1815 0.0027 13 { 49 2.0468 0.0136 10 { 24 412 � 144 8.9293 0.0040 16 { 60 2.2615 0.0115 10 { 21 413 � 156 9.6703 0.0042 15 { 56 2.4321 0.0116 10 { 19 514 � 168 10.4180 0.0043 15 { 51 2.6488 0.0158 11 { 22 515 � 180 11.1608 0.0047 17 { 62 2.8322 0.0240 13 { 27 616 � 192 11.8905 0.0042 17 { 84 2.9957 0.0225 13 { 24 617 � 204 12.6471 0.0048 18 { 78 3.2029 0.0192 13 { 23 618 � 216 13.3717 0.0076 21 { 81 3.3768 0.0370 15 { 30 719 � 228 14.0814 0.0080 23 { 85 3.5488 0.0317 15 { 29 720 � 240 14.8432 0.0088 24 { 93 3.7470 0.0415 16 { 32 725 � 300 18.4608 0.0180 35 { 97 4.7374 0.0435 18 { 39 930 � 360 21.9748 0.0192 40 {105 5.7561 0.0499 20 { 40 11Tab. A.3: Mittelwerte ��(Lx) f�ur die Korrelationsl�angen des 3D XY{Modells mit periodischenRandbedingungen f�ur die Temperatur �min = 0:45406.



183
XY{ModellSystem ��� q\VAR imin{imax ��� q\VAR imin{imax �periodische Randbedingungen, � = �max4 � 48 2.8916 0.0010 5 { 19 0.7283 0.0038 4 { 7 25 � 60 3.6684 0.0024 8 { 21 0.9175 0.0066 5 { 10 26 � 72 4.4313 0.0048 12 { 28 1.1248 0.0099 6 { 11 27 � 84 5.1945 0.0023 10 { 28 1.3008 0.0087 7 { 14 38 � 96 5.9582 0.0024 10 { 30 1.5069 0.0134 8 { 16 39 � 108 6.7231 0.0031 12 { 37 1.6974 0.0103 8 { 16 310� 120 7.4836 0.0025 12 { 48 1.8704 0.0187 10 { 18 411� 132 8.2444 0.0027 13 { 49 2.0503 0.0136 10 { 24 412� 144 9.0081 0.0040 16 { 60 2.2644 0.0114 10 { 21 413� 156 9.7664 0.0043 15 { 56 2.4357 0.0115 10 { 19 514� 168 10.5345 0.0044 15 { 51 2.6514 0.0156 11 { 22 515� 180 11.2975 0.0047 17 { 62 2.8384 0.0240 13 { 27 616� 192 12.0518 0.0043 17 { 84 3.0022 0.0221 13 { 24 617� 204 12.8344 0.0049 18 { 78 3.2049 0.0189 13 { 23 618� 216 13.5888 0.0078 21 { 81 3.3896 0.0367 15 { 30 719� 228 14.3276 0.0082 23 { 85 3.5680 0.0309 15 { 29 720� 240 15.1234 0.0090 24 { 93 3.7725 0.0415 16 { 32 725� 300 18.9559 0.0180 35 { 97 4.7449 0.0443 18 { 39 930� 360 22.8228 0.0219 40 {105 5.7622 0.0449 20 { 40 11Tab. A.4: Mittelwerte ��(Lx) f�ur die Korrelationsl�angen des 3D XY{Modells mit periodischenRandbedingungen f�ur die Temperatur �max = 0:45421.



184 ANHANG A. DATEN
XY{ModellSystem ��� q\VAR imin{imax ��� q\VAR imin{imax �antiperiodische Randbedingungen, � = �0 ���4� 50 1.0560 0.0015 4 { 10 0.3724 0.0009 2 { 3 15� 50 1.2832 0.0024 5 { 13 0.4556 0.0054 3 { 5 16� 50 1.5137 0.0018 5 { 14 0.5252 0.0032 3 { 6 17� 50 1.7699 0.0079 8 { 15 0.6322 0.0132 4 { 6 18� 50 2.0104 0.0094 9 { 20 0.6962 0.0090 4 { 7 19� 50 2.2333 0.0050 9 { 21 0.7943 0.0130 5 { 9 210� 50 2.4539 0.0098 11 { 22 0.8504 0.0109 5 { 8 211� 50 2.7121 0.0056 10 { 20 0.9442 0.0081 5 { 10 212� 50 2.9257 0.0100 12 { 20 1.0073 0.0067 5 { 11 213� 50 3.1862 0.0064 11 { 20 1.1036 0.0153 6 { 11 214� 54 3.4220 0.0071 12 { 22 1.1942 0.0132 6 { 10 215� 56 3.6654 0.0064 12 { 21 1.2614 0.0110 6 { 11 216� 60 3.9136 0.0098 13 { 26 1.3409 0.0138 6 { 11 217� 64 4.1358 0.0069 12 { 26 1.4139 0.0130 6 { 10 218� 68 4.3705 0.0060 13 { 26 1.5316 0.0293 8 { 12 319� 72 4.6303 0.0068 14 { 30 1.5876 0.0217 8 { 14 320� 76 4.8629 0.0107 16 { 27 1.6576 0.0246 8 { 13 325� 96 6.0596 0.0127 18 { 39 2.0581 0.0265 9 { 16 430� 114 7.2528 0.0087 18 { 42 2.4767 0.0616 12 { 18 5Tab. A.5: Mittelwerte ��(Lx) f�ur die Korrelationsl�angen des 3D XY{Modells mit antiperiodischenRandbedingungen f�ur die Temperatur �0 ��� = 0:4541638.



185
XY{ModellSystem ��� q\VAR imin{imax ��� q\VAR imin{imax �antiperiodische Randbedingungen, � = �0 +��4� 50 1.0560 0.0015 4 { 10 0.3724 0.0009 2 { 3 15� 50 1.2832 0.0024 5 { 13 0.4556 0.0054 3 { 5 16� 50 1.5137 0.0018 5 { 14 0.5253 0.0032 3 { 6 17� 50 1.7700 0.0079 8 { 15 0.6323 0.0132 4 { 6 18� 50 2.0105 0.0094 9 { 20 0.6962 0.0090 4 { 7 19� 50 2.2334 0.0050 9 { 21 0.7944 0.0130 5 { 9 210� 50 2.4541 0.0098 11 { 22 0.8504 0.0109 5 { 8 211� 50 2.7123 0.0056 10 { 20 0.9442 0.0081 5 { 10 212� 50 2.9260 0.0100 12 { 20 1.0073 0.0067 5 { 11 213� 50 3.1865 0.0064 11 { 20 1.1037 0.0153 6 { 11 214� 54 3.4224 0.0071 12 { 22 1.1942 0.0132 6 { 10 215� 56 3.6659 0.0064 12 { 21 1.2614 0.0110 6 { 11 216� 60 3.9142 0.0098 13 { 26 1.3410 0.0138 6 { 11 217� 64 4.1365 0.0069 12 { 26 1.4140 0.0130 6 { 10 218� 68 4.3712 0.0060 13 { 26 1.5317 0.0292 8 { 12 319� 72 4.6312 0.0068 14 { 30 1.5877 0.0217 8 { 14 320� 76 4.8639 0.0107 16 { 27 1.6577 0.0246 8 { 13 325� 96 6.0612 0.0127 18 { 39 2.0582 0.0265 9 { 16 430� 114 7.2555 0.0087 18 { 42 2.4768 0.0615 12 { 18 5Tab. A.6: Mittelwerte ��(Lx) f�ur die Korrelationsl�angen des 3D XY{Modells mit antiperiodischenRandbedingungen f�ur die Temperatur �0 +�� = 0:4541702.



186 ANHANG A. DATEN
XY{ModellSystem ��� q\VAR imin{imax ��� q\VAR imin{imax �antiperiodische Randbedingungen, � = �min4� 50 1.0557 0.0015 4 { 10 0.3723 0.0009 2 { 3 15� 50 1.2830 0.0024 5 { 12 0.4555 0.0054 3 { 5 16� 50 1.5128 0.0018 5 { 14 0.5251 0.0032 3 { 6 17� 50 1.7686 0.0079 8 { 15 0.6321 0.0132 4 { 6 18� 50 2.0088 0.0094 9 { 20 0.6960 0.0090 4 { 7 19� 50 2.2311 0.0050 9 { 21 0.7940 0.0130 5 { 9 210� 50 2.4509 0.0098 11 { 22 0.8499 0.0110 5 { 8 211� 50 2.7084 0.0056 10 { 20 0.9438 0.0082 5 { 10 212� 50 2.9210 0.0100 12 { 20 1.0064 0.0067 5 { 11 213� 50 3.1810 0.0064 11 { 20 1.1024 0.0154 6 { 11 214� 54 3.4153 0.0071 12 { 22 1.1930 0.0133 6 { 10 215� 56 3.6576 0.0065 12 { 21 1.2603 0.0110 6 { 11 216� 60 3.9044 0.0099 13 { 26 1.3393 0.0139 6 { 11 217� 64 4.1252 0.0069 12 { 26 1.4123 0.0131 6 { 10 218� 68 4.3585 0.0060 13 { 26 1.5300 0.0295 8 { 12 319� 72 4.6168 0.0068 14 { 30 1.5870 0.0218 8 { 14 320� 76 4.8467 0.0107 16 { 27 1.6563 0.0249 8 { 13 325� 96 6.0332 0.0128 18 { 39 2.0551 0.0268 9 { 16 430� 114 7.2106 0.0088 18 { 42 2.4752 0.0625 12 { 18 5Tab. A.7: Mittelwerte ��(Lx) f�ur die Korrelationsl�angen des 3D XY{Modells mit antiperiodischenRandbedingungen f�ur die Temperatur �min = 0:45406.



187
XY{ModellSystem ��� q\VAR imin{imax ��� q\VAR imin{imax �antiperiodische Randbedingungen, � = �max4� 50 1.0562 0.0015 4 { 10 0.3724 0.0009 2 { 3 15� 50 1.2834 0.0024 5 { 13 0.4557 0.0054 3 { 5 16� 50 1.5141 0.0018 5 { 14 0.5253 0.0032 3 { 6 17� 50 1.7705 0.0079 8 { 15 0.6323 0.0132 4 { 6 18� 50 2.0112 0.0094 9 { 20 0.6962 0.0090 4 { 7 19� 50 2.2343 0.0050 9 { 21 0.7945 0.0130 5 { 9 210� 50 2.4553 0.0098 11 { 22 0.8506 0.0109 5 { 8 211� 50 2.7137 0.0056 10 { 20 0.9444 0.0081 5 { 10 212� 50 2.9278 0.0100 12 { 20 1.0076 0.0067 5 { 11 213� 50 3.1885 0.0064 11 { 20 1.1041 0.0153 6 { 11 214� 54 3.4250 0.0071 12 { 22 1.1947 0.0132 6 { 10 215� 56 3.6689 0.0064 12 { 21 1.2618 0.0109 6 { 11 216� 60 3.9177 0.0098 13 { 26 1.3416 0.0138 6 { 11 217� 64 4.1406 0.0069 12 { 26 1.4146 0.0130 6 { 10 218� 68 4.3758 0.0060 13 { 26 1.5323 0.0292 8 { 12 319� 72 4.6364 0.0068 14 { 30 1.5879 0.0217 8 { 14 320� 76 4.8702 0.0107 16 { 27 1.6582 0.0246 8 { 13 325� 96 6.0714 0.0126 18 { 39 2.0594 0.0265 9 { 16 430� 114 7.2718 0.0087 18 { 42 2.4776 0.0613 12 { 18 5Tab. A.8: Mittelwerte ��(Lx) f�ur die Korrelationsl�angen des 3D XY{Modells mit antiperiodischenRandbedingungen f�ur die Temperatur �max = 0:45421.



188 ANHANG A. DATEN
Heisenberg{ModellSystem ��� q\VAR imin{imax ��� q\VAR imin{imax �periodische Randbedingungen, � = �0 ���4 � 50 2.7856 0.0048 8 { 20 0.6529 0.0134 4 { 6 15 � 54 3.5405 0.0039 8 { 21 0.8573 0.0070 4 { 8 26 � 64 4.2641 0.0025 7 { 25 1.0092 0.0146 5 { 10 27 � 76 4.9856 0.0023 7 { 25 1.1991 0.0249 6 { 11 28 � 86 5.7175 0.0028 10 { 32 1.3592 0.0154 7 { 13 39 � 96 6.4400 0.0028 10 { 35 1.5595 0.0237 8 { 16 310 � 108 7.1644 0.0030 11 { 39 1.7041 0.0098 7 { 17 311 � 118 7.8848 0.0035 13 { 45 1.8676 0.0127 8 { 15 412 � 128 8.6007 0.0036 14 { 52 2.0117 0.0188 9 { 16 413 � 140 9.3344 0.0038 14 { 58 2.1718 0.0173 9 { 16 414 � 150 10.0554 0.0042 16 { 52 2.4106 0.0295 11 { 20 515 � 160 10.7754 0.0038 15 { 69 2.6007 0.0366 12 { 23 516 � 170 11.4926 0.0050 15 { 70 2.6958 0.0313 11 { 20 517 � 182 12.2147 0.0048 16 { 73 2.9047 0.0328 12 { 23 618 � 192 12.9429 0.0054 17 { 70 3.0201 0.0419 13 { 28 619 � 204 13.6616 0.0062 18 { 70 3.1930 0.0377 13 { 26 620 � 213 14.3823 0.0064 20 { 78 3.4003 0.0301 13 { 27 725 � 266 17.9756 0.0096 23 { 96 4.1672 0.0749 16 { 25 830 � 320 21.5860 0.0126 24 { 75 5.1385 0.1202 18 { 26 10Tab. A.9: Mittelwerte ��(Lx) f�ur die Korrelationsl�angen des 3D Heisenberg{Modells mit periodi-schen Randbedingungen f�ur die Temperatur �0 ��� = 0:692997.



189
Heisenberg{ModellSystem ��� q\VAR imin{imax ��� q\VAR imin{imax �periodische Randbedingungen, � = �0 +��4 � 50 2.7859 0.0048 8 { 20 0.6529 0.0134 4 { 6 15 � 54 3.5341 0.0030 8 { 21 0.8482 0.0038 4 { 8 26 � 64 4.2657 0.0020 7 { 25 1.0183 0.0080 5 { 11 27 � 76 4.9874 0.0019 7 { 25 1.2023 0.0146 6 { 11 28 � 86 5.7188 0.0028 10 { 32 1.3591 0.0154 7 { 13 39 � 96 6.4417 0.0028 10 { 35 1.5597 0.0237 8 { 16 310� 108 7.1667 0.0030 11 { 39 1.7040 0.0098 7 { 17 311� 118 7.8876 0.0035 13 { 45 1.8676 0.0127 8 { 15 412� 128 8.6041 0.0036 14 { 52 2.0118 0.0188 9 { 16 413� 140 9.3387 0.0038 14 { 58 2.1719 0.0173 9 { 16 414� 150 10.0604 0.0042 16 { 52 2.4106 0.0295 11 { 20 515� 160 10.7814 0.0038 15 { 69 2.6002 0.0366 12 { 23 516� 170 11.4996 0.0050 15 { 70 2.6957 0.0313 11 { 20 517� 182 12.2228 0.0048 16 { 73 2.9048 0.0328 12 { 23 618� 192 12.9522 0.0055 17 { 70 3.0204 0.0419 13 { 28 619� 204 13.6722 0.0062 18 { 70 3.1939 0.0377 13 { 26 620� 213 14.3943 0.0064 20 { 78 3.4003 0.0301 13 { 27 725� 266 17.9963 0.0096 23 { 96 4.1680 0.0748 16 { 25 830� 320 21.6180 0.0127 24 { 75 5.1365 0.1205 18 { 26 10Tab. A.10: Mittelwerte ��(Lx) f�ur die Korrelationsl�angen des 3D Heisenberg{Modells mit periodi-schen Randbedingungen f�ur die Temperatur �0 +�� = 0:693011.



190 ANHANG A. DATEN
Heisenberg{ModellSystem ��� q\VAR imin{imax ��� q\VAR imin{imax �periodische Randbedingungen, � = �min4 � 50 2.7839 0.0048 8 { 20 0.6528 0.0134 4 { 6 15 � 54 3.5307 0.0030 8 { 21 0.8482 0.0038 4 { 8 26 � 64 4.2605 0.0020 7 { 25 1.0183 0.0080 5 { 11 27 � 76 4.9799 0.0019 7 { 25 1.2024 0.0146 6 { 11 28 � 86 5.7085 0.0028 10 { 32 1.3592 0.0154 7 { 13 39 � 96 6.4278 0.0028 10 { 35 1.5587 0.0238 8 { 16 310 � 108 7.1488 0.0029 11 { 39 1.7042 0.0099 7 { 17 311 � 118 7.8654 0.0035 13 { 45 1.8673 0.0128 8 { 15 412 � 128 8.5768 0.0036 14 { 52 2.0111 0.0188 9 { 16 413 � 140 9.3050 0.0038 14 { 58 2.1711 0.0174 9 { 16 414 � 150 10.0204 0.0042 16 { 52 2.4105 0.0296 11 { 20 515 � 160 10.7341 0.0038 15 { 69 2.6039 0.0368 12 { 23 516 � 170 11.4442 0.0050 15 { 70 2.6968 0.0314 11 { 20 517 � 182 12.1590 0.0047 16 { 73 2.9041 0.0329 12 { 23 618 � 192 12.8788 0.0054 17 { 70 3.0182 0.0419 13 { 28 619 � 204 13.5883 0.0062 18 { 70 3.1866 0.0380 13 { 26 620 � 213 14.2998 0.0063 20 { 78 3.4001 0.0302 13 { 27 725 � 266 17.8333 0.0095 23 { 96 4.1620 0.0758 16 { 25 830 � 320 | | | 5.1414 0.1588 18 { 26 10Tab. A.11: Mittelwerte ��(Lx) f�ur die Korrelationsl�angen des 3D Heisenberg{Modells mit periodi-schen Randbedingungen f�ur die Temperatur �min = 0:6929.



191
Heisenberg{ModellSystem ��� q\VAR imin{imax ��� q\VAR imin{imax �periodische Randbedingungen, � = �max4 � 50 2.7865 0.0048 8 { 20 0.6529 0.0134 4 { 6 15 � 54 3.5352 0.0030 8 { 21 0.8482 0.0038 4 { 8 26 � 64 4.2675 0.0020 7 { 25 1.0183 0.0080 5 { 11 27 � 76 4.9901 0.0019 7 { 25 1.2023 0.0146 6 { 11 28 � 86 5.7225 0.0028 10 { 32 1.3591 0.0154 7 { 13 39 � 96 6.4466 0.0028 10 { 35 1.5600 0.0237 8 { 16 310� 108 7.1730 0.0030 11 { 39 1.7040 0.0098 7 { 17 311� 118 7.8954 0.0035 13 { 45 1.8677 0.0127 8 { 15 412� 128 8.6137 0.0036 14 { 52 2.0121 0.0188 9 { 16 413� 140 9.3506 0.0038 14 { 58 2.1722 0.0173 9 { 16 414� 150 10.0745 0.0042 16 { 52 2.4107 0.0294 11 { 20 515� 160 10.7980 0.0038 15 { 69 2.5988 0.0365 12 { 23 516� 170 11.5191 0.0051 15 { 70 2.6953 0.0313 11 { 20 517� 182 12.2452 0.0048 16 { 73 2.9051 0.0327 12 { 23 618� 192 12.9781 0.0055 17 { 70 3.0210 0.0419 13 { 28 619� 204 13.7018 0.0062 18 { 70 3.1963 0.0376 13 { 26 620� 213 14.4277 0.0064 20 { 78 3.4004 0.0301 13 { 27 725� 266 18.0540 0.0096 23 { 96 4.1704 0.0746 16 { 25 830� 320 21.7078 0.0129 24 { 75 5.1307 0.1215 18 { 26 10Tab. A.12: Mittelwerte ��(Lx) f�ur die Korrelationsl�angen des 3D Heisenberg{Modells mit periodi-schen Randbedingungen f�ur die Temperatur �max = 0:69305.



192 ANHANG A. DATEN
Heisenberg{ModellSystem ��� q\VAR imin{imax ��� q\VAR imin{imax �antiperiodische Randbedingungen, � = �0 ���4� 50 1.0762 0.0047 5 { 9 0.3696 0.0013 2 { 4 15� 50 1.2978 0.0027 5 { 12 0.4384 0.0100 3 { 4 16� 50 1.5342 0.0040 6 { 13 0.5139 0.0056 3 { 5 17� 50 1.7756 0.0029 6 { 18 0.6000 0.0039 3 { 6 18� 50 2.0218 0.0041 7 { 16 0.6761 0.0161 4 { 6 19� 50 2.2601 0.0051 8 { 22 0.7478 0.0117 4 { 8 110� 50 2.4983 0.0030 8 { 21 0.8381 0.0170 5 { 8 211� 50 2.7520 0.0061 10 { 20 0.9335 0.0123 5 { 9 212� 50 2.9932 0.0056 10 { 22 0.9721 0.0114 5 { 9 213� 50 3.2377 0.0072 11 { 21 1.0739 0.0243 6 { 13 214� 54 3.4692 0.0059 11 { 22 1.1180 0.0086 5 { 9 215� 56 3.7115 0.0072 12 { 24 1.2271 0.0206 6 { 9 216� 60 3.9633 0.0122 14 { 26 1.2857 0.0160 6 { 11 317� 64 4.1950 0.0078 13 { 28 1.4250 0.0285 7 { 10 318� 68 4.4477 0.0094 14 { 26 1.4484 0.0229 7 { 13 319� 72 4.6879 0.0084 14 { 29 1.5783 0.0388 8 { 16 320� 76 4.9252 0.0077 14 { 32 1.6011 0.0202 7 { 14 325� 94 6.1513 0.0090 16 { 34 2.0049 0.0630 10 { 15 430� 114 7.3857 0.0128 20 { 45 2.4109 0.0887 10 { 13 5Tab. A.13: Mittelwerte ��(Lx) f�ur die Korrelationsl�angen des 3D Heisenberg{Modells mit antipe-riodischen Randbedingungen f�ur die Temperatur �0 ��� = 0:692997.



193
Heisenberg{ModellSystem ��� q\VAR imin{imax ��� q\VAR imin{imax �antiperiodische Randbedingungen, � = �0 +��4� 50 1.0763 0.0047 5 { 9 0.3696 0.0013 2 { 4 15� 50 1.2979 0.0027 5 { 12 0.4384 0.0100 3 { 4 16� 50 1.5343 0.0040 6 { 13 0.5140 0.0055 3 { 5 17� 50 1.7757 0.0029 6 { 18 0.6000 0.0039 3 { 6 18� 50 2.0220 0.0041 7 { 16 0.6761 0.0161 4 { 6 19� 50 2.2603 0.0051 8 { 22 0.7480 0.0117 4 { 8 110� 50 2.4986 0.0030 8 { 21 0.8382 0.0170 5 { 8 211� 50 2.7523 0.0061 10 { 20 0.9335 0.0123 5 { 9 212� 50 2.9936 0.0056 10 { 22 0.9722 0.0114 5 { 9 213� 50 3.2381 0.0072 11 { 21 1.0738 0.0243 6 { 13 214� 54 3.4698 0.0059 11 { 22 1.1181 0.0086 5 { 9 215� 56 3.7121 0.0072 12 { 24 1.2272 0.0206 6 { 9 216� 60 3.9640 0.0122 14 { 26 1.2857 0.0160 6 { 11 317� 64 4.1959 0.0078 13 { 28 1.4251 0.0285 7 { 10 318� 68 4.4487 0.0094 14 { 26 1.4485 0.0229 7 { 13 319� 72 4.6890 0.0084 14 { 29 1.5782 0.0388 8 { 16 320� 76 4.9264 0.0077 14 { 32 1.6013 0.0202 7 { 14 325� 94 6.1534 0.0090 16 { 34 2.0052 0.0630 10 { 15 430� 114 7.3891 0.0128 20 { 45 2.4115 0.0886 10 { 13 5Tab. A.14: Mittelwerte ��(Lx) f�ur die Korrelationsl�angen des 3D Heisenberg{Modells mit antipe-riodischen Randbedingungen f�ur die Temperatur �0 +�� = 0:693011.



194 ANHANG A. DATEN
Heisenberg{ModellSystem ��� q\VAR imin{imax ��� q\VAR imin{imax �antiperiodische Randbedingungen, � = �min4� 50 1.0761 0.0047 5 { 9 0.3696 0.0013 2 { 4 15� 50 1.2975 0.0027 5 { 12 0.4383 0.0100 3 { 4 16� 50 1.5337 0.0040 6 { 13 0.5139 0.0056 3 { 5 17� 50 1.7749 0.0029 6 { 18 0.5999 0.0039 3 { 6 18� 50 2.0208 0.0041 7 { 16 0.6757 0.0161 4 { 6 19� 50 2.2588 0.0051 8 { 22 0.7462 0.0117 4 { 8 110� 50 2.4966 0.0030 8 { 21 0.8376 0.0171 5 { 8 211� 50 2.7500 0.0061 10 { 20 0.9334 0.0123 5 { 9 212� 50 2.9908 0.0056 10 { 22 0.9719 0.0114 5 { 9 213� 50 3.2346 0.0072 11 { 21 1.0733 0.0243 6 { 13 214� 54 3.4655 0.0059 11 { 22 1.1174 0.0086 5 { 9 215� 56 3.7073 0.0072 12 { 24 1.2262 0.0206 6 { 9 216� 60 3.9583 0.0123 14 { 26 1.2855 0.0160 6 { 11 317� 64 4.1893 0.0078 13 { 28 1.4248 0.0286 7 { 10 318� 68 4.4411 0.0094 14 { 26 1.4474 0.0230 7 { 13 319� 72 4.6803 0.0084 14 { 29 1.5789 0.0389 8 { 16 320� 76 4.9166 0.0077 14 { 32 1.5999 0.0203 7 { 14 325� 94 6.1366 0.0091 16 { 34 2.0026 0.0634 10 { 15 430� 114 7.3623 0.0129 20 { 45 2.4070 0.0892 10 { 13 5Tab. A.15: Mittelwerte ��(Lx) f�ur die Korrelationsl�angen des 3D Heisenberg{Modells mit antipe-riodischen Randbedingungen f�ur die Temperatur �min = 0:6929.



195
Heisenberg{ModellSystem ��� q\VAR imin{imax ��� q\VAR imin{imax �antiperiodische Randbedingungen, � = �max4� 50 1.0763 0.0047 5 { 9 0.3696 0.0013 2 { 4 15� 50 1.2980 0.0027 5 { 12 0.4384 0.0100 3 { 4 16� 50 1.5345 0.0040 6 { 13 0.5140 0.0055 3 { 5 17� 50 1.7761 0.0029 6 { 18 0.6000 0.0039 3 { 6 18� 50 2.0224 0.0041 7 { 16 0.6763 0.0161 4 { 6 19� 50 2.2608 0.0051 8 { 22 0.7487 0.0117 4 { 8 110� 50 2.4992 0.0030 8 { 21 0.8384 0.0170 5 { 8 211� 50 2.7531 0.0061 10 { 20 0.9336 0.0122 5 { 9 212� 50 2.9946 0.0056 10 { 22 0.9723 0.0114 5 { 9 213� 50 3.2394 0.0072 11 { 21 1.0738 0.0242 6 { 13 214� 54 3.4713 0.0059 11 { 22 1.1184 0.0086 5 { 9 215� 56 3.7138 0.0072 12 { 24 1.2276 0.0205 6 { 9 216� 60 3.9661 0.0122 14 { 26 1.2858 0.0160 6 { 11 317� 64 4.1982 0.0078 13 { 28 1.4252 0.0285 7 { 10 318� 68 4.4513 0.0094 14 { 26 1.4331 0.0252 7 { 11 319� 72 4.6921 0.0084 14 { 29 1.5779 0.0387 8 { 16 320� 76 4.9299 0.0077 14 { 32 1.6018 0.0202 7 { 14 325� 94 6.1594 0.0090 16 { 34 2.0062 0.0629 10 { 15 430� 114 7.3986 0.0128 20 { 45 2.4134 0.0884 10 { 13 5Tab. A.16: Mittelwerte ��(Lx) f�ur die Korrelationsl�angen des 3D Heisenberg{Modells mit antipe-riodischen Randbedingungen f�ur die Temperatur �max = 0:69305.



Anhang B
Programme
Zur Vervollst�andigung der Dokumentation sind im folgenden die C-Quellcodes derwichtigsten in der Arbeit verwendeten Computerprogramme aufgef�uhrt. Im einzel-nen handelt es sich um folgende Routinen:� ising.c: Das Simulationsprogramm f�ur die zwei- und dreidimensionalen Ising{Systeme. Die Kon�guration erfolgt �uber die im Kopf des Programms zu-sammengestellten "#define\{Anweisungen. Es lassen sich so Systeme derallgemeinen Geometrie T n�1 � IR simulieren. Zu Testzwecken sind nebendemWol�{Single{Cluster{Algorithmus auch der Swendsen{Wang{ sowie loka-le Metropolis{ und Heatbath{Algorithmen implementiert. �Uber den "CORR\{Parameter lassen sich verschiedene Methoden zur Bestimmung der Korrelati-onsfunktionen aktivieren.� xy.c: Das Simulationsprogramm f�ur (n� 1)� 1{dimensionale XY{Systeme.� heisen.c: Das Simulationsprogramm f�ur (n�1)�1{dimensionale Heisenberg{Systeme.� ranvec.c: Implementation des verbesserten Schiebe{Register{Generators"R250/521\ [49] von B. D�unweg.� ranlux.c: Der "RANLUX\{Generator nach M. L�uscher [62] in einer eigenenImplementation. 196
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/***********/
/* ising.c */
/***********/ 

/*         (n+1)d Ising-Modell        */
/* Berechnung von Korrelationslaengen */ 
/*    fuer Spin und Energiedichte     */

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#include <time.h>
#include <sys/times.h>
#include <signal.h>
#include <string.h>

#define BC_3D    0.2216544
#define DBC_3D   0.0000003 
#define BC_2D    0.440686793509771
#define TEST     0.4406

#define DIM      3
#define VOL      30*30*114
#define LMAX     114             /* Muss dem letzten Eintrag in l entsprechen und gerade
 sein*/
#define INIT     1               /* 1: random, 0: ordered  */
#define BETA     BC_3D
#define DBETA    DBC_3D
#define UPDATE   ’w’             /* Swendsen-Wang       = ’s’  */

/* Single-Cluster      = ’w’  */
/* Metropolis          = ’m’  */
/* Heatbath            = ’h’  */
/* Hybrid (Wolf/Metro) = ’y’  */

#define EQUI     500
#define MEAS     BINS*8192
#define EMPTY    1
#define WOLFF    140
#define SHORT    1
#define RAN      get_r250()
#define SEED     32415627
#define NRAND    10000
#define BINS     32              /* Muss Teiler von MEAS sein */   
#define EMSERIES 0
#define MAGHIST  0
#define CORR     1               /* 1: gemittelt, 2: direkt, 3: improved estimators */
#define STATUS   0
#define APPEND   0
#define REWEIGHT 1               /* nur fuer CORR==1 */ 

short l[DIM]  = {30,30,114};                       /* letzter Eintrag: "lange z-Richtung
" */ 
short rb[DIM] = {-1,-1,1};                         /* Randbedingungen: +1 periodisch,   
  */

/*                  -1 antiperiodisch
, */

/*                   0 frei          
  */

char *path="/scratch/anderson_1/weigel/diplom/3DIsing/3D30x114a_2";
char file[100];
char str[10];
double boltz, boltz_me[2*DIM+1], boltz_hb[4*DIM+1];
double *rannum;

void init_vector_random_generator(int iseed,int nrand);
void vector_random_generator(int nrand,double random_numbers[]);

void write_random_generator();
void read_random_generator();
double get_r250();

main()
{
extern short l[DIM];
short *s, **bound;
int dummy;
char **bond, *in_clus;
int **nn, *next;
int *iehis, *imhis;
int sk[LMAX], ek[LMAX];
double skorr[LMAX], ekorr[LMAX];
double skorrm[LMAX], ekorrm[LMAX];
double skorrp[LMAX], ekorrp[LMAX];
double snorm, enorm;
double rewm, rewp;
double *xmlist, xmi;
double acc_av, nc_tot, av_clus, av_clus2, av_e, av_e2, av_e4, av_ma, av_m, av_m2, av_m4

, e, xm, est_ave2;
double av_e_old,av_e2_old,av_e4_old,av_m_old,av_ma_old,av_m2_old,av_m4_old,av_nc_old,av

_clus_old,av_clus2_old,nc_tot_old;
int bins_old,lmax_old,meas_old;
int i, k, kk, j, ie, m, s_time;
int nc, ic, ic2;
int sh, copy;
short nn_sum, *ee;
double c, sus, chi, binder, av_nc, chi_imp;
double metro();
struct tms u_start, u_end;
FILE *fp1,*fp2,*fp3,*fp4,*fp5,*fp6,*fp7,*fp;

/* Initialisierungen */

s_time=time(NULL);
times(&u_start);
init_vector_random_generator(SEED,NRAND);
rannum=calloc(NRAND,sizeof(double));
if(rannum==NULL) {
printf("\nising: couldn’t allocate memory\n");
exit(1);

}
if(APPEND) {
strcat(strcpy(file,path),"ran.ini");
read_random_generator(file);

}
vector_random_generator(NRAND,rannum);

sh=(UPDATE==’y’) ? SHORT : 1;

for(j=0; j<LMAX; j++) {
skorr[j]=ekorr[j]=0.0;
skorrm[j]=ekorrm[j]=0.0;
skorrp[j]=ekorrp[j]=0.0;

}

if((nn=calloc(VOL, sizeof(int *)))==NULL) {
printf("Couldn’t allocate memory!");
exit(1);

}
for(i=0; i<VOL; i++)
if((nn[i]=calloc(2*DIM, sizeof(int)))==NULL) {

printf("Couldn’t allocate memory!");
exit(1);

}
if((bound=calloc(VOL, sizeof(short *)))==NULL) {
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printf("Couldn’t allocate memory!");
exit(1);

}
for(i=0; i<VOL; i++)
if((bound[i]=calloc(2*DIM, sizeof(short)))==NULL) {
printf("Couldn’t allocate memory!");
exit(1);

}
s=calloc(VOL, sizeof(short));

if(MAGHIST) {
iehis=calloc(2*DIM*VOL+1, sizeof(int));
imhis=calloc(2*VOL+1, sizeof(int));
xmlist=calloc((2*DIM*VOL+i)*5, sizeof(double));
if(iehis==NULL || imhis==NULL || xmlist==NULL) {
printf("Couldn’t allocate memory!");
exit(1);

} 
}

av_e_old=av_e2_old=av_e4_old=av_ma_old=av_m_old=av_m2_old=av_m4_old=av_nc_old=av_clus_
old=av_clus2_old=nc_tot_old=0.0;
bins_old=lmax_old=meas_old=0.0;
copy=0;

if(APPEND) {
strcat(strcpy(file,path),"conf.ini");
fp=fopen(file,"r");
fscanf(fp,"%d\t%d\t%d\t%d\t%lf\t%lf\t%lf\t%lf\t%lf\t%lf\t%lf\t%lf\t%lf\t%lf\t%lf\n",

&lmax_old,&bins_old,&copy,&meas_old,&av_e_old,&av_e2_old,&av_e4_old,&av_ma_old,&av_m_old
,&av_m2_old,&av_m4_old,&av_nc_old,&av_clus_old,&av_clus2_old,&nc_tot_old);

for(k=0; k<VOL; k++) {
fscanf(fp,"%d\n",&dummy);
s[k]=(short)(dummy);

}
fclose(fp);

}
else {
for(k=0; k<VOL; k++)
*(s+k)=(INIT) ? 2*(RAN<.5)-1 : 1;

}

action();

if(UPDATE==’w’ || UPDATE==’y’) nc=1;
if(UPDATE==’s’ || UPDATE==’w’ || UPDATE==’y’) {
in_clus=calloc(VOL, sizeof(char));
next=calloc(VOL, sizeof(int));
if((bond=calloc(VOL, sizeof(char *)))==NULL) {
printf("Couldn’t allocate memory!");
exit(1);

}
for(i=0; i<VOL; i++)
if((bond[i]=calloc(2*DIM, sizeof(short)))==NULL) {
printf("Couldn’t allocate memory!");
exit(1);

}
for(i=0; i<VOL; i++)
in_clus[i]=0;

}    

if(s==NULL || ((in_clus==NULL || next==NULL) && (UPDATE==’s’ || UPDATE==’w’ || UPDATE=
=’y’))) {

printf("Couldn’t allocate memory!");
exit(1);

}

if(MAGHIST)
clear_his(iehis, imhis, xmlist);

ic=0;
acc_av=nc_tot=av_clus=av_clus2=av_e=av_e2=av_e4=av_ma=av_m=av_m2=av_m4=0.0;

nn_table(nn,bound);

if(EMSERIES) {
strcat(strcpy(file,path),"e_series.plo");
fp1=fopen(file,"w");
fprintf(fp1,"%d\t%d\n",MEAS,EMPTY);

}

if(CORR) {
ee=calloc(VOL,sizeof(short));
if(ee==NULL) {
printf("Couldn’t allocate memory!");
exit(1);

}
sprintf(str,"%d",copy);
strcat(strcpy(file,path),str);
strcat(file,"s_korr.ser");
fp2=fopen(file,"w");
sprintf(str,"%d",copy);
strcat(strcpy(file,path),str);
strcat(file,"e_korr.ser");
fp3=fopen(file,"w");
if(REWEIGHT) {
sprintf(str,"%d",copy);
strcat(strcpy(file,path),str);
strcat(file,"ms_korr.ser");
fp4=fopen(file,"w");
sprintf(str,"%d",copy);
strcat(strcpy(file,path),str);
strcat(file,"me_korr.ser");
fp5=fopen(file,"w");
sprintf(str,"%d",copy);
strcat(strcpy(file,path),str);
strcat(file,"ps_korr.ser");
fp6=fopen(file,"w");
sprintf(str,"%d",copy);
strcat(strcpy(file,path),str);
strcat(file,"pe_korr.ser");
fp7=fopen(file,"w");

}
}

printf("\n\n***   Ising-Modell auf Geometrie S1xS1x...xR   ***\n");
printf("\n\nUpdate:                  %c\n", UPDATE);
printf("Dimension:               %d\nAbmessungen:              ", DIM);
for(i=0; i<DIM; i++)
printf("(x%d=%4d)    ", i+1, l[i]);

printf("\nRandbedingungen:          ");
for(i=0; i<DIM; i++)
printf("  %2d         ", rb[i]);

printf("\nTemperatur Beta:         %.15lf\n", BETA);
printf("Aequilibrierungs-Sweeps: %d/%d\n", EQUI*(1-APPEND), EQUI);
printf("Produktions-Sweeps:      %d/%d\n", MEAS, MEAS+meas_old);
printf("’Leere’ Sweeps:          %d\n", EMPTY);
if (UPDATE==’w’)
printf("1 Sweep entspricht:      %d Wolff Updates\n",WOLFF);

if (UPDATE==’y’)
printf("1 Metropolis auf:        %d Wolf Updates\n", SHORT);

printf("Startkonfiguration:      %d\t\t(1: random, 0: ordered)\n", INIT);
printf("Zufallsgenerator:        modifizierter R250/103\n");
if(CORR) {
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if(CORR==1)
printf("Korrelationsmethode:     gemittelt\n");

else if(CORR==2)
printf("Korrelationsmethode:     direkt\n");

else if(CORR==3)
printf("Korrelationsmethode:     improved estimators\n");

printf("Anzahl der Bins:         %d/%d\n", BINS, BINS+bins_old);
printf("Werte pro Bin:           %d\n\n", MEAS/BINS);

}
else
printf("\n");

if(STATUS)
printf("\n\nMessung #00000000");

/* Aequilibrierung */

for(i=0; i<EQUI*EMPTY*WOLFF*(1-APPEND); i++) {
#if UPDATE==’m’

metro(s,nn,bound);
#elif UPDATE==’h’

heat(s,nn,bound);
#elif UPDATE==’s’

swendsen(s,nn,bound,bond,in_clus,next,&nc,&ic,&ic2);
#elif UPDATE==’w’

single(s,nn,bound,bond,in_clus,next,&ic);
#elif UPDATE==’y’

for(j=0; j<SHORT; j++)
single(s,nn,bound,bond,in_clus,next,&ic);

metro(s,nn,bound);
#endif
}

/* Messungs-Sweeps */

for(i=0; i<MEAS; i++) {
for(k=0; k<EMPTY*WOLFF; k++) {

#if UPDATE==’m’
acc_av+=metro(s,nn,bound);

#elif UPDATE==’h’
heat(s,nn,bound);

#elif UPDATE==’s’
swendsen(s,nn,bound,bond,in_clus,next,&nc,&ic,&ic2);

#elif UPDATE==’w’
single(s,nn,bound,bond,in_clus,next,&ic);

#elif UPDATE==’y’
for(j=0; j<SHORT; j++)
single(s,nn,bound,bond,in_clus,next,&ic);

acc_av+=metro(s,nn,bound);
#endif

}

/* Messungen */

#if CORR
#if CORR==2    

ie=e_korr2(s,nn,bound,ek,ee);
m=s_korr2(s,sk);
for(j=0; j<LMAX; j++) {
skorr[j]+=sk[j]/((double)((LMAX-j)*(VOL/LMAX)));
ekorr[j]+=ek[j]/((double)((LMAX-j)*(VOL/LMAX)));

}
#elif CORR==1

ie=e_korr(s,nn,bound,ek);
m=s_korr(s,sk);

#if REWEIGHT    
rewm=exp(-DBETA*ie);

rewp=exp(DBETA*ie);
#endif    

for(j=0; j<LMAX; j++) {
snorm=sk[j]/((double)((LMAX-j)*(VOL/LMAX)*(VOL/LMAX)));
enorm=ek[j]/((double)((LMAX-j)*(VOL/LMAX)*(VOL/LMAX)));
skorr[j]+=snorm;
ekorr[j]+=enorm;

#if REWEIGHT      
skorrm[j]+=snorm*rewm;
ekorrm[j]+=enorm*rewm;
skorrp[j]+=snorm*rewp;
ekorrp[j]+=enorm*rewp;

#endif      
}

#elif CORR==3
m=s_korr3(s,skorr,next,&ic);
ie=e_korr(s,nn,bound,ek);
for(j=0; j<LMAX; j++)
ekorr[j]+=ek[j]/((double)((LMAX-j)*(VOL/LMAX)*(VOL/LMAX)));

#endif
#if (CORR==1 || CORR==2)    

if(!((i+1)%(MEAS/BINS))) {
fprintf(fp2,"%.15lf\t",skorr[0]/(MEAS/BINS));
fprintf(fp3,"%.15lf\t",ekorr[0]/(MEAS/BINS));
for(j=1; j<LMAX/2; j++) {
fprintf(fp2,"%.15lf\t",(skorr[j]*(LMAX-j)+skorr[LMAX-j]*j)/(MEAS/BINS*LMAX));
fprintf(fp3,"%.15lf\t",(ekorr[j]*(LMAX-j)+ekorr[LMAX-j]*j)/(MEAS/BINS*LMAX));

}
for(j=0; j<LMAX; j++) {
skorr[j]=0.0;
ekorr[j]=0.0;

}
fprintf(fp2,"\n");
fprintf(fp3,"\n");

#if REWEIGHT
fprintf(fp4,"%.15lf\t",skorrm[0]/(MEAS/BINS));
fprintf(fp5,"%.15lf\t",ekorrm[0]/(MEAS/BINS));
for(j=1; j<LMAX/2; j++) {
fprintf(fp4,"%.15lf\t",(skorrm[j]*(LMAX-j)+skorrm[LMAX-j]*j)/(MEAS/BINS*LMAX));
fprintf(fp5,"%.15lf\t",(ekorrm[j]*(LMAX-j)+ekorrm[LMAX-j]*j)/(MEAS/BINS*LMAX));

}
for(j=0; j<LMAX; j++) {
skorrm[j]=0.0;
ekorrm[j]=0.0;

}
fprintf(fp4,"\n");
fprintf(fp5,"\n");
fprintf(fp6,"%.15lf\t",skorrp[0]/(MEAS/BINS));
fprintf(fp7,"%.15lf\t",ekorrp[0]/(MEAS/BINS));
for(j=1; j<LMAX/2; j++) {
fprintf(fp6,"%.15lf\t",(skorrp[j]*(LMAX-j)+skorrp[LMAX-j]*j)/(MEAS/BINS*LMAX));
fprintf(fp7,"%.15lf\t",(ekorrp[j]*(LMAX-j)+ekorrp[LMAX-j]*j)/(MEAS/BINS*LMAX));

}
for(j=0; j<LMAX; j++) {
skorrp[j]=0.0;
ekorrp[j]=0.0;

}
fprintf(fp6,"\n");
fprintf(fp7,"\n");

#endif      
}

#elif CORR==3
if(!((i+1)%(MEAS/BINS))) {
fprintf(fp2,"%.15lf\t",skorr[0]/(MEAS/BINS));
fprintf(fp3,"%.15lf\t",ekorr[0]/(MEAS/BINS));
for(j=1; j<LMAX/2; j++) {
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fprintf(fp2,"%.15lf\t",skorr[j]/(MEAS/BINS));
fprintf(fp3,"%.15lf\t",(ekorr[j]*(LMAX-j)+ekorr[LMAX-j]*j)/(MEAS/BINS*LMAX));

}
for(j=0; j<LMAX; j++) {
skorr[j]=0.0;
ekorr[j]=0.0;

}
fprintf(fp2,"\n");
fprintf(fp3,"\n");

}
#endif    
#else

ie=m=0;
for(kk=0; kk<VOL; kk++) {
m+=*(s+kk);
nn_sum=0;
for(j=0; j<2*DIM; j+=2)
nn_sum+=bound[kk][j]**(s+nn[kk][j]);

ie+=*(s+kk)*nn_sum;
}  

#endif

xm=m/((double)VOL);
e=ie/((double)VOL);

#if STATUS
printf("\b\b\b\b\b\b\b\b%8d",i);

#endif

/* Histogramm-Update */

#if MAGHIST
++iehis[ie+VOL*DIM];
++imhis[m+VOL];
xmlist[ie+VOL*DIM][0]+=fabs(xm);
xmi=1;
for(j=1; j<5; j++) {
xmi*=xm;
xmlist[ie+VOL*DIM][j]+=xmi;

}
#endif

#if EMSERIES
fprintf(fp1, "%d\t%d\t%d\n", (i+1)*EMPTY*sh, ie, m);

#endif

av_e+=e;
av_e2+=e*e;
av_e4+=e*e*e*e;

av_ma+=fabs(xm);
av_m+=xm;
av_m2+=xm*xm;
av_m4+=xm*xm*xm*xm;

nc_tot+=nc;
av_clus+=ic;
av_clus2+=ic2;

}

/* Bildschirmausgabe der Ergebnisse */

if(UPDATE==’m’ || UPDATE==’y’)
printf("\nacc     = %10.10lf\n", acc_av/(MEAS*EMPTY*SHORT));

av_e=(av_e+av_e_old*meas_old)/(MEAS+meas_old);
av_e2=(av_e2+av_e2_old*meas_old)/(MEAS+meas_old);

av_e4=(av_e4+av_e4_old*meas_old)/(MEAS+meas_old);
c=BETA*BETA*VOL*(av_e2-av_e*av_e);

av_ma=(av_ma+av_ma_old*meas_old)/(MEAS+meas_old);
av_m=(av_m+av_m_old*meas_old)/(MEAS+meas_old);
av_m2=(av_m2+av_m2_old*meas_old)/(MEAS+meas_old);
av_m4=(av_m4+av_m4_old*meas_old)/(MEAS+meas_old);

sus=VOL*(av_m2-av_ma*av_ma);
chi=VOL*av_m2;
binder=1-av_m4/(3.0*av_m2*av_m2);

av_nc=(nc_tot+av_nc_old*meas_old)/(MEAS+meas_old);
av_clus=(av_clus+av_clus_old*nc_tot_old)/(nc_tot+nc_tot_old);
av_clus2=(av_clus2+av_clus2_old*nc_tot_old)/(nc_tot+nc_tot_old);
switch(UPDATE) {
case ’s’: chi_imp=av_clus2/av_clus;

break;
case ’w’: chi_imp=av_clus;

break;
case ’y’: chi_imp=av_clus;

break;
default:  chi_imp=0.0;

break;
}

printf("nc       = %10.10lf\n", av_nc);
printf("clus     = %10.10lf\n", av_clus);
printf("vol/clus = %10.10lf\n", VOL/av_clus);
printf("-e       = %10.10lf\n", av_e);
printf("e+d      = %10.10lf\n", DIM-av_e);
printf("c        = %10.10lf\n", c);
printf("abs(m)   = %10.10lf\n", av_ma);
printf("m        = %10.10lf\n", av_m);
printf("m2       = %10.10lf\n", av_m2);
printf("sus      = %10.10lf\n", sus);
printf("chi      = %10.10lf\n", chi);
printf("chi_imp  = %10.10lf\n", chi_imp);
printf("binder   = %10.10lf\n", binder);

/* Histogramme in Dateien schreiben */

if(MAGHIST)
put_his(iehis, imhis, xmlist);

if (CORR) {
fclose(fp2);
fclose(fp3);
if(REWEIGHT) {
fclose(fp4);
fclose(fp5);
fclose(fp6);
fclose(fp7);

}
}

times(&u_end);
printf("\nSystemzeit: %ds\n", time(NULL)-s_time);
printf("CPU-Zeit:   %ds\n", (int)((u_end.tms_utime-u_start.tms_utime))/100);

/* Zustands-dump */

copy++;
strcat(strcpy(file,path),"conf.ini");
fp=fopen(file,"w");
fprintf(fp,"%d\t%d\t%d\t%d\t%.15lf\t%.15lf\t%.15lf\t%.15lf\t%.15lf\t%.15lf\t%.15lf\t%.1

5lf\t%.15lf\t%.15lf\t%.15lf\n",LMAX,BINS+bins_old,copy,MEAS+meas_old,av_e,av_e2,av_e4,av_
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ma,av_m,av_m2,av_m4,av_nc,av_clus,av_clus2,nc_tot);
for(k=0; k<VOL; k++)
fprintf(fp,"%d\n",(int)(s[k]));

fclose(fp);
strcat(strcpy(file,path),"ran.ini");
write_random_generator(file);

/* Aufraeumen */

free(rannum);
free(s);
for(i=0; i<VOL; i++) {
free(bound[i]);
free(nn[i]);

}
free(bound);
free(nn);
if(UPDATE==’s’ || UPDATE==’w’ || UPDATE==’y’) {
for(i=0; i<VOL; i++)
free(bond[i]);

free(bond);
free(in_clus);
free(next);

}

if(EMSERIES)
fclose(fp1);

if(MAGHIST) {
free(iehis);
free(imhis);
free(xmlist);

}

return(0);
}

nn_table(nn,bound)
int **nn;
short **bound;
{
int i, id, isf[DIM][LMAX], isb[DIM][LMAX], loff[DIM], k, kk, ind;
short sigf[DIM][LMAX], sigb[DIM][LMAX];
extern short l[DIM], rb[DIM];

for(id=0; id<DIM; id++) {    
for(i=0; i<l[id]; i++) {
isf[id][i]=1;
isb[id][i]=-1;
sigf[id][i]=1;
sigb[id][i]=1;

}
isf[id][l[id]-1]=1-l[id];               /* Randbedingungen */
isb[id][0]=l[id]-1;
sigf[id][l[id]-1]=rb[id];
sigb[id][0]=rb[id];

}

for(id=loff[0]=1; id<DIM; id++)         /* Offsets fuer die hoeheren Raumdimensionen *
/

loff[id]=loff[id-1]*l[id-1];

for(k=0; k<VOL; k++) {
kk=k;
for(id=DIM-1; id>=0; id--) {
ind=kk/loff[id];
kk-=ind*loff[id];

nn[k][2*id]             = k + loff[id]*isf[id][ind];   /* positive Koordinatenricht
ungen */

nn[k][2*id+1]           = k + loff[id]*isb[id][ind];   /* negative Koordinatenricht
ungen */

bound[k][2*id]          = sigf[id][ind];
bound[k][2*id+1]        = sigb[id][ind];

}
}

}

clear_his(iehis, imhis, xmlist)
int iehis[], imhis[];
double xmlist[][5];
{
int i, j;

for(i=0; i<2*VOL+1; imhis[i++]=0);
for(i=0; i<2*DIM*VOL+1; i++) {
iehis[i]=0;
for(j=0; j<5; xmlist[i][j++]=0);

}
}

action()
{
extern double boltz, boltz_me[2*DIM+1], boltz_hb[4*DIM+1];
int i;

boltz=exp(-2*BETA);
for(i=1; i<=2*DIM; i++)
boltz_me[i]=exp(-2*BETA*i);

for(i=0; i<=4*DIM; i++)
boltz_hb[i]=1.0/(1.0+exp(2*BETA*(i-2*DIM)));

}

double metro(s,nn,bound)
int **nn;
short *s, **bound;
{
int acc, i, k;
short nn_sum, ide;

acc=0;
for(k=0; k<VOL; k++) {
nn_sum=0;
for(i=0; i<2*DIM; i++) 
nn_sum+=bound[k][i]**(s+nn[k][i]);

ide=*(s+k)*nn_sum;
if(ide <= 0) {
*(s+k)*=-1;
acc++;

}
else if(RAN < boltz_me[ide]) {
*(s+k)*=-1;
acc++;

}
}
return(acc/((double)VOL));

}

heat(s,nn,bound)
int **nn;
short *s, **bound;
{
int i, k;
short nn_sum;
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for(k=0; k<VOL; k++) {
nn_sum=0;
for(i=0; i<2*DIM; i++)
nn_sum+=bound[k][i]**(s+nn[k][i]);

if(RAN < boltz_hb[nn_sum+2*DIM])
*(s+k)=-1;

else
*(s+k)=+1;

}
}

swendsen(s,nn,bound,bond,in_clus,next,nc,ic_tot,ic2_tot)
int **nn, *next, *nc, *ic_tot, *ic2_tot;
short *s, **bound;
char **bond, *in_clus;
{
int i, k1, k0, clus_leng, tested, k, flip;

/* Aktive bonds markieren */

for(k0=0; k0<VOL; k0++) {
*(in_clus+k0)=0;
for(i=0; i<2*DIM; i+=2) {
k1=nn[k0][i];
if(*(s+k0) != bound[k0][i]**(s+k1))
bond[k0][i]=0;

else if(RAN<boltz)
bond[k0][i]=0;

else
bond[k0][i]=1;

bond[k1][i+1]=bond[k0][i];
}

}

*nc=*ic_tot=*ic2_tot=0;

for(k=0; k<VOL; k++) {
if(!*(in_clus+k)) {
flip=2*(RAN<.5)-1;
(*nc)++;
clus_leng=tested=0;
*next=k;
*(in_clus+k)=1;

while(tested<=clus_leng) {
k0=*(next+tested);
*(s+k0)*=flip;
for(i=0; i<2*DIM; i++) {

k1=nn[k0][i];
if((!*(in_clus+k1)) && bond[k0][i]) {
clus_leng++;
*(next+clus_leng)=k1;
*(in_clus+k1)=1;

}
}
tested++;

}

clus_leng++;
*ic_tot+=clus_leng;
*ic2_tot+=clus_leng*clus_leng;

}
}

}

single(s,nn,bound,bond,in_clus,next,clus_leng)
int **nn, *next, *clus_leng;

short *s, **bound;
char **bond, *in_clus;
{
int i, k0, k1, tested, length;

for(i=0; i<*clus_leng; i++)
*(in_clus+*(next+i))=0;

k0=(int)(RAN*VOL);
if(k0>=VOL)
k0=VOL-1;

*clus_leng=tested=0;
*next=k0;
*(in_clus+k0)=1;

while(tested<=*clus_leng) {
k0=*(next+tested);
*(s+k0)*=-1;
for(i=0; i<2*DIM; i++) {
k1=nn[k0][i];
if((!(*(in_clus+k1))) && ((*(s+k1))!=(bound[k0][i]**(s+k0))) && (RAN>boltz)) {
(*clus_leng)++;
*(in_clus+k1)=1;
*(next+*clus_leng)=k1;

}
}
tested++;

}
(*clus_leng)++;

}

put_his(iehis, imhis, xmlist)
int iehis[], imhis[];
double xmlist[][5];
{
int j, k, ifirst, ilast, his[2*DIM*VOL+1];
FILE *fp1, *fp2, *fp3;

/* Ersten und letzten Eintrag bestimmen */

for(ifirst=0; (! iehis[ifirst]) && (ifirst <= 2*VOL*DIM); ifirst++);
for(ilast=2*VOL*DIM; (! iehis[ilast]) && (ilast >= 0); ilast--);

/* Normierung des Histogramms */

for(k=ifirst; k<=ilast; k++)
his[k]=VOL*iehis[k]/MEAS;

/* Histogramm schreiben */

strcat(strcpy(file,path),"ehis_b0.plo");
fp1=(APPEND) ? fopen(file,"a") : fopen(file,"w");
strcat(strcpy(file,path),"malis_b0.plo");
fp2=(APPEND) ? fopen(file,"a") : fopen(file,"w");
strcat(strcpy(file,path),"m2lis_b0.plo");
fp3=(APPEND) ? fopen(file,"a") : fopen(file,"w");

for(k=ifirst; k<=ilast; k++)
if(iehis[k]) {
fprintf(fp1, "%lf\t%lf\n", k/((double)VOL), his[k]);
fprintf(fp2, "%lf\t%lf\n", k/((double)VOL), xmlist[k][0]/iehis[k]);
fprintf(fp3, "%lf\t%lf\n", k/((double)VOL), xmlist[k][0]/iehis[k]);

}
fclose(fp1);
fclose(fp2);
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{
int sk[LMAX];
int i, k0, k1;
int m;

m=0;
for(i=0; i<LMAX; i++) {
sk[i]=0;
for(k0=0; k0<VOL/LMAX; k0++)
m+=s[i*VOL/LMAX+k0];

}

for(k0=0; k0<*clus_leng; k0++)
for(k1=0; k1<=k0; k1++)
/* if((next[k0]%(VOL/LMAX))==(next[k1]%(VOL/LMAX))) */
sk[abs(next[k0]/(VOL/LMAX)-next[k1]/(VOL/LMAX))]++;

for(i=0; i<LMAX; i++)
skorr[i]+=sk[i]/((double)(*clus_leng));

return(m);
}

double get_r250()
{
static int count;

if(count>=NRAND) {
vector_random_generator(NRAND,rannum);
count=0;

}

return(*(rannum+count++));
}
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/**********/
/*  xy.c  */
/**********/

/*         (n+1)d xy-Modell        */
/* Berechnung von Korrelationslaengen */ 
/*    fuer Spin und Energiedichte     */

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#include <time.h>
#include <sys/times.h>
#include <signal.h>
#include <string.h>

#define BC_3D    0.4541670
#define TEST     0.40
#define BETANUM  4

#define DIM      3
#define VOL      17*17*204
#define LMAX     204             /* Muss dem letzten Eintrag in l entsprechen und gerade sei
n*/
#define INIT     1               /* 1: random, 0: ordered  */
#define BETA     BC_3D
#define UPDATE   ’w’             /* Swendsen-Wang       = ’s’  */
                                 /* Single-Cluster      = ’w’  */
                                 /* Metropolis          = ’m’  */
                                 /* Hybrid (Wolf/Metro) = ’y’  */
#define EQUI     500
#define MEAS     BINS*8192
#define EMPTY    1
#define WOLFF    430
#define SHORT    1
#define RAN      get_r250()
#define SEED     01415627
#define NRAND    10000
#define BINS     10              /* Muss Teiler von MEAS sein */   
#define EMSERIES 0
#define CORR     1               /* 1: gemittelt, 2: direkt, 3: improved estimators */
#define STATUS   0
#define APPEND   0
#define REWEIGHT 1               /* nur fuer CORR==1 */ 
#define CONFPLO  0               /* 1: 2D Schnitt y=0; 2: Mittelung ueber x un y; f"ur DIM=3
 */

short l[DIM]  = {17,17,204};                       /* letzter Eintrag: "lange z-Richtung" */
 
short rb[DIM] = {1,1,1};                           /* Randbedingungen: +1 periodisch,     */
                                                   /*                  -1 antiperiodisch, */
                                                   /*                   0 frei            */

double beta_list[BETANUM] = {0.4541638,0.4541702,0.45406,0.45421};
 
char *path="/home/weigel/xy/data/3D17x204p";
char file[100];
char str1[10], str2[10];
double *rannum;
    
void init_vector_random_generator(int iseed,int nrand); 
void vector_random_generator(int nrand,double random_numbers[]); 
void write_random_generator(); 
void read_random_generator(); 

double get_r250();

main()
{
  extern short l[DIM];
  short **bound;
  double *s;
  double dummy_x,dummy_y,dummy;
  char **bond, *in_clus;
  int **nn, *next;
  double sk[LMAX], ek[LMAX];
  double skorr[LMAX], ekorr[LMAX];
  double skorr_rew[BETANUM][LMAX], ekorr_rew[BETANUM][LMAX];
  double snorm, enorm;
  double rew[BETANUM];
  double acc_av, nc_tot, av_clus, av_clus2, av_e, av_e2, av_e4;
  double av_ma_x, av_ma_y, av_m_x, av_m_y, av_m2, av_m4, est_ave2;
  double av_e_old,av_e2_old,av_e4_old;
  double av_m_x_old,av_m_y_old,av_ma_x_old,av_ma_y_old,av_m2_old,av_m4_old,av_nc_old,av_clus
_old,av_clus2_old,nc_tot_old;
  int bins_old,lmax_old,meas_old;
  double e, m_x, m_y;
  int i, k, kk, j, s_time;
  int nc, ic, ic2;
  int sh, copy;
  double *ee;
  double nn_sum_x, nn_sum_y, phi;
  double c, sus, chi, binder, av_nc, chi_imp;
  double metro(), e_korr(), ekorr2();
  struct tms u_start, u_end;
  FILE *fp1,*fp2,*fp3,*fp;
  FILE *fprs[BETANUM], *fpre[BETANUM];

/* Initialisierungen */

  s_time=time(NULL);
  times(&u_start);
  init_vector_random_generator(SEED,NRAND);
  rannum=calloc(NRAND,sizeof(double));
  if(rannum==NULL) {
    printf("\nising: couldn’t allocate memory\n");
    exit(1);
  }
  if(APPEND) {
    strcat(strcpy(file,path),"ran.ini");
    read_random_generator(file);
  }
  vector_random_generator(NRAND,rannum);

  sh=(UPDATE==’y’) ? SHORT : 1;

  for(j=0; j<LMAX; j++) {
    skorr[j]=ekorr[j]=0.0;
    for(kk=0; kk<BETANUM; kk++)
      skorr_rew[kk][j]=ekorr_rew[kk][j]=0.0;
  }

  if((nn=calloc(VOL, sizeof(int *)))==NULL) {
    printf("Couldn’t allocate memory!");
    exit(1);
  }
  for(i=0; i<VOL; i++)
    if((nn[i]=calloc(2*DIM, sizeof(int)))==NULL) {
        printf("Couldn’t allocate memory!");
        exit(1);
    }
  if((bound=calloc(VOL, sizeof(short *)))==NULL) {
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    printf("Couldn’t allocate memory!");
    exit(1);
  }
  for(i=0; i<VOL; i++)
    if((bound[i]=calloc(2*DIM, sizeof(short)))==NULL) {
      printf("Couldn’t allocate memory!");
      exit(1);
    }
  s=calloc(2*VOL, sizeof(double));

  av_e_old=av_e2_old=av_e4_old=av_ma_x_old=av_ma_y_old=av_m_x_old=av_m_y_old=0.0;
  av_m2_old=av_m4_old=av_nc_old=av_clus_old=av_clus2_old=nc_tot_old=0.0;
  bins_old=lmax_old=meas_old=0;
  copy=0;

  if(APPEND) {
    strcat(strcpy(file,path),"conf.ini");
    fp=fopen(file,"r");
    fscanf(fp,"%d\t%d\t%d\t%d\t%lf\t%lf\t%lf\t%lf\t%lf\t%lf\t%lf\t%lf\t%lf\t%lf\t%lf\t%lf\t%
lf\n",&lmax_old,&bins_old,&copy,&meas_old,&av_e_old,&av_e2_old,&av_e4_old,&av_ma_x_old,&av_m
a_y_old,&av_m_x_old,&av_m_y_old,&av_m2_old,&av_m4_old,&av_nc_old,&av_clus_old,&av_clus2_old,
&nc_tot_old);
      for(k=0; k<VOL; k++) {
        fscanf(fp,"%lf\t%lf\n",&dummy_x,&dummy_y);
        s[2*k]=dummy_x;
        s[2*k+1]=dummy_y;
      }
      fclose(fp);
      
      for(k=0; k<VOL; k++) {
        dummy_x=sqrt(s[2*k]*s[2*k]+s[2*k+1]*s[2*k+1]);
        s[2*k]/=dummy_x;
        s[2*k+1]/=dummy_x;
      }
  }
  else {
    for(k=0; k<VOL; k++) {
      phi=2*M_PI*RAN;
      s[2*k]=(INIT) ? cos(phi) : 1;
      s[2*k+1]=(INIT) ? sin(phi) : 0;
    }
  }
  
  if(UPDATE==’w’ || UPDATE==’y’) nc=1;
  if(UPDATE==’s’ || UPDATE==’w’ || UPDATE==’y’) {
    in_clus=calloc(VOL, sizeof(char));
    next=calloc(VOL, sizeof(int));
    if((bond=calloc(VOL, sizeof(char *)))==NULL) {
      printf("Couldn’t allocate memory!");
      exit(1);
    }
    for(i=0; i<VOL; i++)
      if((bond[i]=calloc(2*DIM, sizeof(short)))==NULL) {
        printf("Couldn’t allocate memory!");
        exit(1);
      }  
    for(i=0; i<VOL; i++)
      in_clus[i]=0;
  }    

  if(s==NULL || ((in_clus==NULL || next==NULL) && (UPDATE==’s’ || UPDATE==’w’ || UPDATE==’y’
))) {
    printf("Couldn’t allocate memory!");
    exit(1);
  }
  
  ic=0;

  acc_av=nc_tot=av_clus=av_clus2=av_e=av_e2=av_e4=av_ma_x=av_ma_y=av_m_x=av_m_y=av_m2=av_m4=
0.0;

  nn_table(nn,bound);

  if(EMSERIES) {
    strcat(strcpy(file,path),"e_series.plo");
    fp1=fopen(file,"w");
    fprintf(fp1,"%d\t%d\n",MEAS,EMPTY);
  }
  
  if(CORR) {
    if(CORR==2) {
      ee=calloc(VOL,sizeof(double));
      if(ee==NULL) {
        printf("Couldn’t allocate memory!");
        exit(1);
      }
    }
    sprintf(str1,"0.");
    sprintf(str2,"%d",copy);
    strcat(strcpy(file,path),str1);
    strcat(file,str2);
    strcat(file,"s_korr.ser");
    fp2=fopen(file,"w");
    dummy_x=BETA;
    fwrite(&dummy_x,sizeof(double),1,fp2);
    strcat(strcpy(file,path),str1);
    strcat(file,str2);
    strcat(file,"e_korr.ser");
    fp3=fopen(file,"w");
    fwrite(&dummy_x,sizeof(double),1,fp3);
    if(REWEIGHT) {
      for(i=0; i<BETANUM; i++) {
        sprintf(str1,"%d.",i+1);
        strcat(strcpy(file,path),str1);
        strcat(file,str2);
        strcat(file,"s_korr.ser");
        fprs[i]=fopen(file,"w");
        fwrite(beta_list+i,sizeof(double),1,fprs[i]);
        strcat(strcpy(file,path),str1);
        strcat(file,str2);
        strcat(file,"e_korr.ser");
        fpre[i]=fopen(file,"w");
        fwrite(beta_list+i,sizeof(double),1,fpre[i]);
      }
    }
  }

  printf("\n\n***   XY-Modell auf Geometrie S1xS1x...xR   ***\n");
  printf("\n\nUpdate:                  %c\n", UPDATE);
  printf("Dimension:               %d\nAbmessungen:              ", DIM);
  for(i=0; i<DIM; i++)
    printf("(x%d=%4d)    ", i+1, l[i]);
  printf("\nRandbedingungen:          ");
  for(i=0; i<DIM; i++)
    printf("  %2d         ", rb[i]);
  printf("\nTemperatur Beta:         %.15lf\n", BETA);
  printf("Aequilibrierungs-Sweeps: %d/%d\n", EQUI*(1-APPEND), EQUI);
  printf("Produktions-Sweeps:      %d/%d\n", MEAS, MEAS+meas_old);
  printf("’Leere’ Sweeps:          %d\n", EMPTY);
  if (UPDATE==’w’)
    printf("1 Sweep entspricht:      %d Wolff Updates\n",WOLFF);
  if (UPDATE==’y’)
    printf("1 Metropolis auf:        %d Wolf Updates\n", SHORT);
  printf("Startkonfiguration:      %d\t\t(1: random, 0: ordered)\n", INIT);
  printf("Zufallsgenerator:        modifizierter R250/103\n");
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  if(CORR) {
    if(CORR==1)
      printf("Korrelationsmethode:     gemittelt\n");
    else if(CORR==2)
      printf("Korrelationsmethode:     direkt\n");
    else if(CORR==3)
      printf("Korrelationsmethode:     improved estimators\n");
    printf("Anzahl der Bins:         %d/%d\n", BINS, BINS+bins_old);
    printf("Werte pro Bin:           %d\n\n", MEAS/BINS);
  }
  else
    printf("\n");

  if(STATUS)
    printf("\n\nMessung #00000000");

/* Aequilibrierung */

  for(i=0; i<EQUI*EMPTY*WOLFF*(1-APPEND); i++) {
#if UPDATE==’m’
    metro(s,nn,bound);
#elif UPDATE==’s’
    swendsen(s,nn,bound,bond,in_clus,next,&nc,&ic,&ic2);
#elif UPDATE==’w’
    single(s,nn,bound,bond,in_clus,next,&ic);
#elif UPDATE==’y’
    for(j=0; j<SHORT; j++)
        single(s,nn,bound,bond,in_clus,next,&ic);
      metro(s,nn,bound);
#endif
  }

/* Messungs-Sweeps */

  for(i=0; i<MEAS; i++) {
    for(k=0; k<EMPTY*WOLFF; k++) {
#if UPDATE==’m’
      acc_av+=metro(s,nn,bound);
#elif UPDATE==’s’
      swendsen(s,nn,bound,bond,in_clus,next,&nc,&ic,&ic2);
#elif UPDATE==’w’
      single(s,nn,bound,bond,in_clus,next,&ic);
#elif UPDATE==’y’
      for(j=0; j<SHORT; j++)
        single(s,nn,bound,bond,in_clus,next,&ic);
      acc_av+=metro(s,nn,bound);
#endif
    }
  
/* Messungen */

#if CORR
#if CORR==2    
    e=e_korr2(s,nn,bound,ek,ee);
    s_korr2(s,sk,&m_x,&m_y);
    for(j=0; j<LMAX; j++) {
      skorr[j]+=sk[j]/((double)((LMAX-j)*(VOL/LMAX)));
      ekorr[j]+=ek[j]/((double)((LMAX-j)*(VOL/LMAX)));
    }
#elif CORR==1
    e=e_korr(s,nn,bound,ek);
    s_korr(s,sk,&m_x,&m_y);
#if REWEIGHT
    for(j=0; j<BETANUM; j++)
      rew[j]=exp((beta_list[j]-BETA)*e); 
#endif    
    for(j=0; j<LMAX; j++) {

      snorm=sk[j]/((double)((LMAX-j)*(VOL/LMAX)*(VOL/LMAX)));
      enorm=ek[j]/((double)((LMAX-j)*(VOL/LMAX)*(VOL/LMAX)));
      skorr[j]+=snorm;
      ekorr[j]+=enorm;
#if REWEIGHT      
      for(kk=0; kk<BETANUM; kk++) {
        skorr_rew[kk][j]+=snorm*rew[kk];
        ekorr_rew[kk][j]+=enorm*rew[kk];
      }
#endif      
    }
/* #elif CORR==3 */
/*     m=s_korr3(s,skorr,next,&ic); */
/*     e=e_korr(s,nn,bound,ek); */
/*     for(j=0; j<LMAX; j++) */
/*       ekorr[j]+=ek[j]/((double)((LMAX-j)*(VOL/LMAX)*(VOL/LMAX))); */
      
#endif
#if (CORR==1 || CORR==2)    
    if(!((i+1)%(MEAS/BINS))) {
      skorr[0]/=(MEAS/BINS);
      ekorr[0]/=(MEAS/BINS);
      for(j=1; j<LMAX/2; j++) {
        skorr[j]=(skorr[j]*(LMAX-j)+skorr[LMAX-j]*j)/(MEAS/BINS*LMAX);
        ekorr[j]=(ekorr[j]*(LMAX-j)+ekorr[LMAX-j]*j)/(MEAS/BINS*LMAX);  
      }
      fwrite(skorr,sizeof(double),LMAX/2,fp2);
      fwrite(ekorr,sizeof(double),LMAX/2,fp3);
      for(j=0; j<LMAX; j++) {
        skorr[j]=0.0;
        ekorr[j]=0.0;
      }
#if REWEIGHT
      for(kk=0; kk<BETANUM; kk++) {
        skorr_rew[kk][0]/=(MEAS/BINS);
        ekorr_rew[kk][0]/=(MEAS/BINS);
        for(j=1; j<LMAX/2; j++) {
          skorr_rew[kk][j]=(skorr_rew[kk][j]*(LMAX-j)+skorr_rew[kk][LMAX-j]*j)/(MEAS/BINS*LM
AX);
          ekorr_rew[kk][j]=(ekorr_rew[kk][j]*(LMAX-j)+ekorr_rew[kk][LMAX-j]*j)/(MEAS/BINS*LM
AX);    
        }
        fwrite(skorr_rew[kk],sizeof(double),LMAX/2,fprs[kk]);
        fwrite(ekorr_rew[kk],sizeof(double),LMAX/2,fpre[kk]);
        for(j=0; j<LMAX; j++)
          skorr_rew[kk][j]=ekorr_rew[kk][j]=0.0;        
      }
#endif      
    }
/* #elif CORR==3 */
/*     if(!((i+1)%(MEAS/BINS))) { */
/*       fprintf(fp2,"%.15lf\t",skorr[0]/(MEAS/BINS)); */
/*       fprintf(fp3,"%.15lf\t",ekorr[0]/(MEAS/BINS)); */
/*       for(j=1; j<LMAX/2; j++) { */
/*      fprintf(fp2,"%.15lf\t",skorr[j]/(MEAS/BINS)); */
/*      fprintf(fp3,"%.15lf\t",(ekorr[j]*(LMAX-j)+ekorr[LMAX-j]*j)/(MEAS/BINS*LMAX)); */
/*       } */
/*       for(j=0; j<LMAX; j++) { */
/*      skorr[j]=0.0; */
/*      ekorr[j]=0.0; */
/*       } */
/*       fprintf(fp2,"\n"); */
/*       fprintf(fp3,"\n"); */
/*     } */
#endif   
#else
    e=m_x=m_y=0.0;
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    for(kk=0; kk<VOL; kk++) {
      m_x+=s[2*kk];
      m_y+=s[2*kk+1];
      nn_sum_x=nn_sum_y=0.0;  
      for(j=0; j<2*DIM; j+=2) {
        nn_sum_x+=bound[kk][j]*s[2*nn[kk][j]];
        nn_sum_y+=bound[kk][j]*s[2*nn[kk][j]+1];
      }
      e+=s[2*kk]*nn_sum_x+s[2*kk+1]*nn_sum_y;
    }  
#endif

    m_x/=(double)VOL;
    m_y/=(double)VOL;
    e/=(double)VOL;

#if STATUS
    printf("\b\b\b\b\b\b\b\b%8d",i);
#endif

#if EMSERIES
    fprintf(fp1, "%d\t%.15lf\t%.15lf\t%.15lf\n", (i+1)*EMPTY*sh, e, m_x, m_y);
#endif
     
    av_e+=e;
    av_e2+=e*e;
    av_e4+=e*e*e*e;
    
    av_ma_x+=fabs(m_x);
    av_ma_y+=fabs(m_y);
    av_m_x+=m_x;
    av_m_y+=m_y;
    av_m2+=m_x*m_x+m_y*m_y;
    av_m4+=(m_x*m_x+m_y*m_y)*(m_x*m_x+m_y*m_y);

    nc_tot+=nc;
    av_clus+=ic;
    av_clus2+=ic2;
  
  }

/* Bildschirmausgabe der Ergebnisse */

  if(UPDATE==’m’ || UPDATE==’y’)
    printf("\nacc     = %10.10lf\n", acc_av/(MEAS*EMPTY*SHORT));
  av_e=(av_e+av_e_old*meas_old)/(MEAS+meas_old);
  av_e2=(av_e2+av_e2_old*meas_old)/(MEAS+meas_old);
  av_e4=(av_e4+av_e4_old*meas_old)/(MEAS+meas_old);
  c=BETA*BETA*VOL*(av_e2-av_e*av_e);
  
  av_ma_x=(av_ma_x+av_ma_x_old*meas_old)/(MEAS+meas_old);
  av_ma_y=(av_ma_y+av_ma_y_old*meas_old)/(MEAS+meas_old);
  av_m_x=(av_m_x+av_m_x_old*meas_old)/(MEAS+meas_old);
  av_m_y=(av_m_y+av_m_y_old*meas_old)/(MEAS+meas_old);
  av_m2=(av_m2+av_m2_old*meas_old)/(MEAS+meas_old);
  av_m4=(av_m4+av_m4_old*meas_old)/(MEAS+meas_old);

  sus=VOL*(av_m2-(av_ma_x*av_ma_x+av_ma_y*av_ma_y));
  chi=VOL*av_m2;
  binder=1-av_m4/(3.0*av_m2*av_m2);

  av_nc=(nc_tot+av_nc_old*meas_old)/(MEAS+meas_old);
  av_clus=(av_clus+av_clus_old*nc_tot_old)/(nc_tot+nc_tot_old);
  av_clus2=(av_clus2+av_clus2_old*nc_tot_old)/(nc_tot+nc_tot_old);
  switch(UPDATE) {
    case ’s’: chi_imp=av_clus2/av_clus;
              break;

    case ’w’: chi_imp=av_clus;
              break;
    case ’y’: chi_imp=av_clus;
              break;
    default:  chi_imp=0.0;
              break;
  }

  if(UPDATE!=’m’) {
    printf("nc       = %10.10lf\n", av_nc);
    printf("clus     = %10.10lf\n", av_clus);
    printf("clus/vol = %10.10lf\n", av_clus/((double)VOL));
  }
  printf("-e       = %10.10lf\n", av_e);
  printf("e+d      = %10.10lf\n", DIM-av_e);
  printf("c        = %10.10lf\n", c);
  printf("abs(m)_x = %10.10lf\n", av_ma_x);
  printf("abs(m)_y = %10.10lf\n", av_ma_y);
  printf("m_x      = %10.10lf\n", av_m_x);
  printf("m_y      = %10.10lf\n", av_m_y);
  printf("m2       = %10.10lf\n", av_m2);
  printf("sus      = %10.10lf\n", sus);
  printf("chi      = %10.10lf\n", chi);
  if(UPDATE!=’m’)
    printf("chi_imp  = %10.10lf\n", chi_imp);
  printf("binder   = %10.10lf\n", binder);

  if (CORR) {
    fclose(fp2);
    fclose(fp3);
    if(REWEIGHT)
      for(i=0; i<BETANUM; i++) {
        fclose(fprs[i]);
        fclose(fpre[i]);
      }
  }
  
  times(&u_end);
  printf("\nSystemzeit: %ds\n", time(NULL)-s_time);
  printf("CPU-Zeit:   %ds\n", (int)((u_end.tms_utime-u_start.tms_utime))/100);
  
/* Zustands-dump */

  copy++;
  strcat(strcpy(file,path),"conf.ini");
  fp=fopen(file,"w");
  fprintf(fp,"%d\t%d\t%d\t%d\t%.15lf\t%.15lf\t%.15lf\t%.15lf\t%.15lf\t%.15lf\t%.15lf\t%.15lf
\t%.15lf\t%.15lf\t%.15lf\t%.15lf\t%.15lf\n",LMAX,BINS+bins_old,copy,MEAS+meas_old,av_e,av_e2
,av_e4,av_ma_x,av_ma_y,av_m_x,av_m_y,av_m2,av_m4,av_nc,av_clus,av_clus2,nc_tot);
  for(k=0; k<VOL; k++)
    fprintf(fp,"%.15lf\t%.15lf\n",s[2*k],s[2*k+1]);
  fclose(fp);
  strcat(strcpy(file,path),"ran.ini");
  write_random_generator(file);
#if CONFPLO==1
  strcat(strcpy(file,path),"conf.plo");
  fp=fopen(file,"w");
  for(k=0; k<l[0]; k++) {
    for(i=0; i<l[2]; i++)
      fprintf(fp,"%.15lf\t%.15lf\t",s[2*(i*l[0]*l[1]+k)],s[2*(i*l[0]*l[1]+k)+1]);
    fprintf(fp,"\n");
  }
  fclose(fp);
#endif
#if CONFPLO==2
  strcat(strcpy(file,path),"conf.plo");
  fp=fopen(file,"w");



209
  for(k=0; k<l[0]; k++) {
    for(i=0; i<l[2]; i++) {
      dummy_x=dummy_y=0;
      for(j=0; j<l[1]; j++) {
        dummy_x+=s[2*(i*l[0]*l[1]+j*l[0]+k)]/l[1];
        dummy_y+=s[2*(i*l[0]*l[1]+j*l[0]+k)+1]/l[1];
      }
      dummy=sqrt(dummy_x*dummy_x+dummy_y*dummy_y);
      dummy_x/=dummy;
      dummy_y/=dummy;
      fprintf(fp,"%.15lf\t%.15lf\t",dummy_x,dummy_y);
    }
    fprintf(fp,"\n");
  }
  fclose(fp);
#endif

/* Aufraeumen */
  
  if(CORR==2)
    free(ee);
  free(rannum);
  free(s);
  for(i=0; i<VOL; i++) {
    free(bound[i]);
    free(nn[i]);
  }
  free(bound);
  free(nn);
  if(UPDATE==’s’ || UPDATE==’w’ || UPDATE==’y’) {
    for(i=0; i<VOL; i++)
      free(bond[i]);
    free(bond);
    free(in_clus);
    free(next);
  }

  if(EMSERIES)
    fclose(fp1);

  return(0);
}

nn_table(nn,bound)
int **nn;
short **bound;
{
  int i, id, isf[DIM][LMAX], isb[DIM][LMAX], loff[DIM], k, kk, ind;
  short sigf[DIM][LMAX], sigb[DIM][LMAX];
  extern short l[DIM], rb[DIM];

  for(id=0; id<DIM; id++) {    
    for(i=0; i<l[id]; i++) {
      isf[id][i]=1;
      isb[id][i]=-1;
      sigf[id][i]=1;
      sigb[id][i]=1;
    }
    isf[id][l[id]-1]=1-l[id];               /* Randbedingungen */
    isb[id][0]=l[id]-1;
    sigf[id][l[id]-1]=rb[id];
    sigb[id][0]=rb[id];
  }
  
  for(id=loff[0]=1; id<DIM; id++)         /* Offsets fuer die hoeheren Raumdimensionen */
    loff[id]=loff[id-1]*l[id-1];

  for(k=0; k<VOL; k++) {
    kk=k;
    for(id=DIM-1; id>=0; id--) {
      ind=kk/loff[id];
      kk-=ind*loff[id];
      nn[k][2*id]             = k + loff[id]*isf[id][ind];   /* positive Koordinatenrichtung
en */
      nn[k][2*id+1]           = k + loff[id]*isb[id][ind];   /* negative Koordinatenrichtung
en */
      bound[k][2*id]          = sigf[id][ind];
      bound[k][2*id+1]        = sigb[id][ind];
    }
  }
}

double metro(s,nn,bound)
int **nn;
short **bound;
double *s;
{
  int acc, i, k;
  double ide, phi;
  double nn_sum_x,nn_sum_y, s_neu_x,s_neu_y;
 
  acc=0;
  for(k=0; k<VOL; k++) {
    nn_sum_x=nn_sum_y=0;
    for(i=0; i<2*DIM; i++) { 
      nn_sum_x+=bound[k][i]*s[2*nn[k][i]];
      nn_sum_y+=bound[k][i]*s[2*nn[k][i]+1];
    }
    phi=RAN*2*M_PI;
    s_neu_x=cos(phi);
    s_neu_y=sin(phi);
    ide=(s[2*k]-s_neu_x)*nn_sum_x+(s[2*k+1]-s_neu_y)*nn_sum_y;
    if(ide <= 0) {
      s[2*k]=s_neu_x;
      s[2*k+1]=s_neu_y;
      acc++;
    }
    else if(RAN < exp(-BETA*ide)) {
      s[2*k]=s_neu_x;
      s[2*k+1]=s_neu_y;
      acc++;
    }
  }
  return(acc/((double)VOL));
}

swendsen(s,nn,bound,bond,in_clus,next,nc,ic_tot,ic2_tot)
int **nn, *next, *nc, *ic_tot, *ic2_tot;
double *s;
short **bound;
char **bond, *in_clus;
{
  int i, k1, k0, clus_leng, tested, k, flip;
  double r_x, r_y, prod, phi;
 
  phi=2*M_PI*RAN;
  r_x=cos(phi);
  r_y=sin(phi);

  for(k0=0; k0<VOL; k0++) {
    *(in_clus+k0)=0;
    for(i=0; i<2*DIM; i+=2) {
      k1=nn[k0][i];
      prod=bound[k0][i]*(s[2*k0]*r_x+s[2*k0+1]*r_y)*(s[2*k1]*r_x+s[2*k1+1]*r_y);
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      if(prod<=0)
        bond[k0][i]=0;
      else if(RAN<exp(-2*BETA*prod))
        bond[k0][i]=0;
      else
        bond[k0][i]=1;
    bond[k1][i+1]=bond[k0][i];
    }
  }
  
  *nc=*ic_tot=*ic2_tot=0;
   
  for(k=0; k<VOL; k++) {
    if(!*(in_clus+k)) {
      flip=(RAN<.5);
      (*nc)++;
      clus_leng=tested=0;
      *next=k;
      *(in_clus+k)=1;
      
      while(tested<=clus_leng) {
        k0=*(next+tested);
        if(flip) {
          prod=s[2*k0]*r_x+s[2*k0+1]*r_y;
          s[2*k0]-=2*prod*r_x;
          s[2*k0+1]-=2*prod*r_y;
        }
        for(i=0; i<2*DIM; i++) {
          k1=nn[k0][i];
          if((!*(in_clus+k1)) && bond[k0][i]) {
            clus_leng++;
            *(next+clus_leng)=k1;
            *(in_clus+k1)=1;
          }
        }
        tested++;
      }

      clus_leng++;
      *ic_tot+=clus_leng;
      *ic2_tot+=clus_leng*clus_leng;
    }
  }
}

single(s,nn,bound,bond,in_clus,next,clus_leng)
int **nn, *next, *clus_leng;
double *s;
short **bound;
char **bond, *in_clus;
{
  int i, k0, k1, tested, length;
  double r_x, r_y, prod1, prod2, phi;

  for(i=0; i<*clus_leng; i++)
    *(in_clus+*(next+i))=0;

  k0=(int)(RAN*VOL);
  if(k0>=VOL)
    k0=VOL-1;
  phi=2*M_PI*RAN;
  r_x=cos(phi);
  r_y=sin(phi);

  *clus_leng=tested=0;
  *next=k0;
  *(in_clus+k0)=1;

  while(tested<=*clus_leng) {
    k0=*(next+tested);
    prod1=s[2*k0]*r_x+s[2*k0+1]*r_y;
    for(i=0; i<2*DIM; i++) {
      k1=nn[k0][i];
      if(!(in_clus[k1])) {
        prod2=bound[k0][i]*prod1*(s[2*k1]*r_x+s[2*k1+1]*r_y);
        if(prod2>=0)
          if(RAN>exp(-2*BETA*prod2))
            {
              (*clus_leng)++;
              *(in_clus+k1)=1;
              *(next+*clus_leng)=k1;
            }
      }
    }
    s[2*k0]-=2*prod1*r_x;
    s[2*k0+1]-=2*prod1*r_y;
    tested++;
  }
  (*clus_leng)++;
}

double e_korr(s,nn,bound,ek)
double *s;
int **nn; 
short **bound; 
double *ek; 
{ 
  int i, j, k;
  int factor;
  double nn_sum_x, nn_sum_y; 
  double ee[LMAX], e; 

  e=0.0; 
   for(i=0; i<LMAX; i++) { 
     ee[i]=0.0;
     factor=VOL/LMAX*i;
     for(j=0; j<VOL/LMAX; j++) { 
       nn_sum_x=0.0;
       nn_sum_y=0.0;
       for(k=0; k<2*DIM-2; k+=2) {  
        nn_sum_x+=bound[factor+j][k]*s[2*nn[factor+j][k]];  
        nn_sum_y+=bound[factor+j][k]*s[2*nn[factor+j][k]+1];
       }
      nn_sum_x+=bound[factor+j][2*DIM-2]*s[2*nn[factor+j][2*DIM-2]];   
      nn_sum_y+=bound[factor+j][2*DIM-2]*s[2*nn[factor+j][2*DIM-2]+1];
      ee[i]+=s[2*(factor+j)]*nn_sum_x+s[2*(factor+j)+1]*nn_sum_y; 
     } 
     e+=ee[i]; 
   } 

   for(i=0; i<LMAX; i++) { 
     ek[i]=0; 
     for(j=0; j<LMAX-i; j++) 
       ek[i]+=ee[j]*ee[j+i];  
   }  

   return(e);
} 

double e_korr2(s,nn,bound,ek,ee)
double *s;
int **nn;
short **bound;
double *ek, *ee;
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{
  int i, j, k, n;
  double nn_sum_x, nn_sum_y;
  double e;

  e=0.0;
  for(i=0; i<VOL; i++) {
    nn_sum_x=0.0;
    nn_sum_y=0.0;
    for(k=0; k<2*DIM; k++) { 
      nn_sum_x+=bound[i][k]*s[2*nn[i][k]];
      nn_sum_y+=bound[i][k]*s[2*nn[i][k]+1];
    }   
    ee[i]=(s[2*i]*nn_sum_x+s[2*i+1]*nn_sum_y)/2;
    e+=ee[i];
  }

  for(i=0; i<LMAX; i++) {
    ek[i]=0.0;
    for(j=0; j<LMAX-i; j++)
      for(n=0; n<VOL/LMAX; n++)
        ek[i]+=ee[j*VOL/LMAX+n]*ee[(j+i)*VOL/LMAX+n];
  }
  
  return(e);
}

s_korr(s,sk,m_x,m_y)
double *s; 
double *sk, *m_x, *m_y; 
{ 
  int i,j; 
  double ss[2*LMAX];
  int factor;
  
  *m_x=*m_y=0.0;
  for(i=0; i<2*LMAX; i+=2) { 
    ss[i]=ss[i+1]=0.0;
    factor=VOL/LMAX*i;
    for(j=0; j<2*VOL/LMAX; j+=2) { 
      ss[i]+=s[factor+j]; 
      ss[i+1]+=s[factor+j+1];
    }
    *m_x+=ss[i]; 
    *m_y+=ss[i+1];
  } 
  
  for(i=0; i<LMAX; i++) { 
    sk[i]=0; 
    for(j=0; j<LMAX-i; j++) 
      sk[i]+=(ss[2*j]*ss[2*(j+i)])+(ss[2*j+1]*ss[2*(j+i)+1]); 
  } 
} 

s_korr2(s,sk,m_x,m_y)
double *s;
double *sk;
double *m_x, *m_y;
{
  int i, j, n;

  *m_x=*m_y=0;
  for(n=0; n<VOL; n++) {
    *m_x+=s[2*n];
    *m_y+=s[2*n+1];
  }

  for(i=0; i<LMAX; i++) {
    sk[i]=0.0;   
    for(j=0; j<LMAX-i; j++)
      for(n=0; n<VOL/LMAX; n++)
        sk[i]+=s[2*(j*VOL/LMAX+n)]*s[2*((j+i)*VOL/LMAX+n)+1];
  }
}

/* s_korr3(s,skorr,next,clus_leng,m_x,m_y) */
/* double *s; */
/* int *clus_leng, *next; */
/* double *skorr; */
/* double *m_x, *m_y; */
/* { */
/*   double sk[2*LMAX]; */
/*   int i, k0, k1; */

/*   *m_x=*m_y=0.0; */
/*   for(i=0; i<LMAX; i++) { */
/*     sk[i]=0.0; */
/*     for(k0=0; k0<VOL/LMAX; k0++) { */
/*       m_x+=s[2*(i*VOL/LMAX+k0)]; */
/*       m_y+=s[2*(i*VOL/LMAX+k0)+1]; */
/*     } */
/*   } */

/*   for (k0=0; k0<*clus_leng; k0++) */
/*     for(k1=0; k1<=k0; k1++) */
/*       if((next[k0]%(VOL/LMAX))==(next[k1]%(VOL/LMAX))) */
/*      sk[abs(next[k0]/(VOL/LMAX)-next[k1]/(VOL/LMAX))]++; */

/*   for(i=0; i<LMAX; i++) */
/*     skorr[i]+=sk[i]/((double)(*clus_leng)); */

/*   return(m); */
/* } */

double get_r250()
{
  static int count;
  
  if(count>=NRAND) {
    vector_random_generator(NRAND,rannum);
    count=0;
  }
  
  return(*(rannum+count++));
}
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/************/
/* heisen.c */
/************/

/*      (n+1)d Heisenberg-Modell        */
/* Berechnung von Korrelationslaengen   */ 
/*    fuer Spin und Energiedichte       */

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#include <time.h>
#include <sys/times.h>
#include <signal.h>
#include <string.h>

#include <ranvec.c>

#define BC_3D    0.693004
#define TEST     0.660
#define BETANUM  4

#define DIM      3
#define VOL      12*12*50
#define LMAX     50              /* Muss dem letzten Eintrag in l entsprechen und gerade
 sein*/
#define INIT     1               /* 1: random, 0: ordered  */
#define BETA     BC_3D
#define UPDATE   ’w’             /* Swendsen-Wang       = ’s’  */

/* Single-Cluster      = ’w’  */
/* Metropolis          = ’m’  */
/* Hybrid (Wolf/Metro) = ’y’  */

#define EQUI     500
#define MEAS     BINS*4096
#define EMPTY    1
#define WOLFF    140 
#define SHORT    1
#define RAN      get_r250()
#define SEED     31415627
#define NRAND    10000
#define BINS     160             /* Muss Teiler von MEAS sein */   
#define EMSERIES 0
#define CORR     1               /* 1: gemittelt, 2: direkt, 3: improved estimators */
#define STATUS   0
#define APPEND   1 
#define REWEIGHT 1               /* nur fuer CORR==1 */ 

short l[DIM]  = {12,12,50};                        /* letzter Eintrag: "lange z-Richtung
" */ 
short rb[DIM] = {-1,-1,1};                          /* Randbedingungen: +1 periodisch,  
   */

/*                  -1 antiperiodisc
h, */

/*                   0 frei         
   */

double beta_list[BETANUM] = {0.693011,0.692997,0.6929,0.69305};

char *path="/scratch/anderson_1/weigel/diplom/3Dheisen/3D12x50a";
char file[100];
char str1[10], str2[10];
double *rannum;

void init_vector_random_generator(int iseed,int nrand);
void vector_random_generator(int nrand,double random_numbers[]);
void write_random_generator();

void read_random_generator();
double get_r250();

main()
{
extern short l[DIM];
short **bound;
double *s;
double dummy_x,dummy_y,dummy_z;
char **bond, *in_clus;
int **nn, *next;
double sk[LMAX], ek[LMAX];
double skorr[LMAX], ekorr[LMAX];
double skorr_rew[BETANUM][LMAX], ekorr_rew[BETANUM][LMAX];
double snorm, enorm;
double rew[BETANUM];
double acc_av, nc_tot, av_clus, av_clus2, av_e, av_e2, av_e4;
double av_ma_x, av_ma_y, av_ma_z, av_m_x, av_m_y, av_m_z, av_m2, av_m4, est_ave2;
double av_e_old,av_e2_old,av_e4_old;
double av_m_x_old,av_m_y_old,av_m_z_old,av_ma_x_old,av_ma_y_old,av_ma_z_old,av_m2_old,a

v_m4_old;
double av_nc_old,av_clus_old,av_clus2_old,nc_tot_old;
int bins_old,lmax_old,meas_old;
double e, m_x, m_y, m_z;
int i, k, kk, j, s_time;
int nc, ic, ic2;
int sh, copy;
double *ee;
double nn_sum_x, nn_sum_y, nn_sum_z, phi, theta;
double c, sus, chi, binder, av_nc, chi_imp;
double metro(), e_korr(), ekorr2();
struct tms u_start, u_end;
FILE *fp1,*fp2,*fp3,*fp;
FILE *fprs[BETANUM], *fpre[BETANUM];

/* Initialisierungen */

s_time=time(NULL);
times(&u_start);
init_vector_random_generator(SEED,NRAND);
rannum=calloc(NRAND,sizeof(double));
if(rannum==NULL) {
printf("\nising: couldn’t allocate memory\n");
exit(1);

}
if(APPEND) {
strcat(strcpy(file,path),"ran.ini");
read_random_generator(file);

}
vector_random_generator(NRAND,rannum);

sh=(UPDATE==’y’) ? SHORT : 1;

for(j=0; j<LMAX; j++) {
skorr[j]=ekorr[j]=0.0;
for(kk=0; kk<BETANUM; kk++)
skorr_rew[kk][j]=ekorr_rew[kk][j]=0.0;

}

if((nn=calloc(VOL, sizeof(int *)))==NULL) {
printf("Couldn’t allocate memory!");
exit(1);

}
for(i=0; i<VOL; i++)
if((nn[i]=calloc(2*DIM, sizeof(int)))==NULL) {

printf("Couldn’t allocate memory!");
exit(1);
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}

if((bound=calloc(VOL, sizeof(short *)))==NULL) {
printf("Couldn’t allocate memory!");
exit(1);

}
for(i=0; i<VOL; i++)
if((bound[i]=calloc(2*DIM, sizeof(short)))==NULL) {
printf("Couldn’t allocate memory!");
exit(1);

}
s=calloc(3*VOL, sizeof(double));

av_e_old=av_e2_old=av_e4_old=av_ma_x_old=av_ma_y_old=av_ma_z_old=av_m_x_old=av_m_y_old
=av_m_z_old=0.0;
av_m2_old=av_m4_old=av_nc_old=av_clus_old=av_clus2_old=nc_tot_old=0.0;
bins_old=lmax_old=meas_old=0;
copy=0;

if(APPEND) {
strcat(strcpy(file,path),"conf.ini");
fp=fopen(file,"r");
fscanf(fp,"%d\t%d\t%d\t%d\t%lf\t%lf\t%lf\t%lf\t%lf\t%lf\t%lf\t%lf\t%lf\t%lf\t%lf\t%l

f\t%lf\t%lf\t%lf\n",&lmax_old,&bins_old,&copy,&meas_old,&av_e_old,&av_e2_old,&av_e4_old,
&av_ma_x_old,&av_ma_y_old,&av_ma_z_old,&av_m_x_old,&av_m_y_old,&av_m_z_old,&av_m2_old,&a
v_m4_old,&av_nc_old,&av_clus_old,&av_clus2_old,&nc_tot_old);

for(k=0; k<VOL; k++) {
fscanf(fp,"%lf\t%lf\t%lf\n",&dummy_x,&dummy_y,&dummy_z);
s[3*k]=dummy_x;
s[3*k+1]=dummy_y;
s[3*k+2]=dummy_z;

}
fclose(fp);

for(k=0; k<VOL; k++) {
dummy_x=sqrt(s[3*k]*s[3*k]+s[3*k+1]*s[3*k+1]+s[3*k+2]*s[3*k+2]);
s[3*k]/=dummy_x;
s[3*k+1]/=dummy_x;
s[3*k+2]/=dummy_x;

}
}
else {
for(k=0; k<VOL; k++) {
phi=2*M_PI*RAN;
theta=acos(1-2*RAN);
s[3*k]=(INIT)   ? cos(phi)*sin(theta) : 1;
s[3*k+1]=(INIT) ? sin(phi)*sin(theta) : 0;
s[3*k+2]=(INIT) ? cos(theta)          : 0;

}
}

if(UPDATE==’w’ || UPDATE==’y’) nc=1;
if(UPDATE==’s’ || UPDATE==’w’ || UPDATE==’y’) {
in_clus=calloc(VOL, sizeof(char));
next=calloc(VOL, sizeof(int));
if((bond=calloc(VOL, sizeof(char *)))==NULL) {
printf("Couldn’t allocate memory!");
exit(1);

}
for(i=0; i<VOL; i++)
if((bond[i]=calloc(2*DIM, sizeof(short)))==NULL) {
printf("Couldn’t allocate memory!");
exit(1);

}  
for(i=0; i<VOL; i++)
in_clus[i]=0;

}    

if(s==NULL || ((in_clus==NULL || next==NULL) && (UPDATE==’s’ || UPDATE==’w’ || UPDATE==
’y’))) {

printf("Couldn’t allocate memory!");
exit(1);

}

ic=0;
acc_av=nc_tot=av_clus=av_clus2=av_e=av_e2=av_e4=av_ma_x=av_ma_y=av_ma_z=av_m_x=av_m_y=a

v_m_z=av_m2=av_m4=0.0;

nn_table(nn,bound);

if(EMSERIES) {
strcat(strcpy(file,path),"e_series.plo");
fp1=fopen(file,"w");
fprintf(fp1,"%d\t%d\n",MEAS,EMPTY);

}

if(CORR) {
if(CORR==2) {
ee=calloc(VOL,sizeof(double));
if(ee==NULL) {
printf("Couldn’t allocate memory!");
exit(1);

}
}
sprintf(str1,"0.");
sprintf(str2,"%d",copy);
strcat(strcpy(file,path),str1);
strcat(file,str2);
strcat(file,"s_korr.ser");
fp2=fopen(file,"w");
dummy_x=BETA;
fwrite(&dummy_x,sizeof(double),1,fp2);
strcat(strcpy(file,path),str1);
strcat(file,str2);
strcat(file,"e_korr.ser");
fp3=fopen(file,"w");
fwrite(&dummy_x,sizeof(double),1,fp3);
if(REWEIGHT) {
for(i=0; i<BETANUM; i++) {
sprintf(str1,"%d.",i+1);
strcat(strcpy(file,path),str1);
strcat(file,str2);
strcat(file,"s_korr.ser");
fprs[i]=fopen(file,"w");
fwrite(beta_list+i,sizeof(double),1,fprs[i]);
strcat(strcpy(file,path),str1);
strcat(file,str2);
strcat(file,"e_korr.ser");
fpre[i]=fopen(file,"w");
fwrite(beta_list+i,sizeof(double),1,fpre[i]);

}
}

}

printf("\n\n***   Heisenberg-Modell auf Geometrie S1xS1x...xR   ***\n");
printf("\n\nUpdate:                  %c\n", UPDATE);
printf("Dimension:               %d\nAbmessungen:              ", DIM);
for(i=0; i<DIM; i++)
printf("(x%d=%4d)    ", i+1, l[i]);

printf("\nRandbedingungen:          ");
for(i=0; i<DIM; i++)
printf("  %2d         ", rb[i]);

printf("\nTemperatur Beta:         %.15lf\n", BETA);
printf("Aequilibrierungs-Sweeps: %d/%d\n", EQUI*(1-APPEND), EQUI);
printf("Produktions-Sweeps:      %d/%d\n", MEAS, MEAS+meas_old);
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printf("’Leere’ Sweeps:          %d\n", EMPTY);
if (UPDATE==’w’)
printf("1 Sweep entspricht:      %d Wolff Updates\n",WOLFF);

if (UPDATE==’y’)
printf("1 Metropolis auf:        %d Wolf Updates\n", SHORT);

printf("Startkonfiguration:      %d\t\t(1: random, 0: ordered)\n", INIT);
printf("Zufallsgenerator:        modifizierter R250/103\n");
if(CORR) {
if(CORR==1)
printf("Korrelationsmethode:     gemittelt\n");

else if(CORR==2)
printf("Korrelationsmethode:     direkt\n");

else if(CORR==3)
printf("Korrelationsmethode:     improved estimators\n");

printf("Anzahl der Bins:         %d/%d\n", BINS, BINS+bins_old);
printf("Werte pro Bin:           %d\n\n", MEAS/BINS);

}
else
printf("\n");

if(STATUS)
printf("\n\nMessung #00000000");

/* Aequilibrierung */

for(i=0; i<EQUI*EMPTY*WOLFF*(1-APPEND); i++) {
#if UPDATE==’m’

metro(s,nn,bound);
#elif UPDATE==’s’

swendsen(s,nn,bound,bond,in_clus,next,&nc,&ic,&ic2);
#elif UPDATE==’w’

single(s,nn,bound,bond,in_clus,next,&ic);
#elif UPDATE==’y’

for(j=0; j<SHORT; j++)
single(s,nn,bound,bond,in_clus,next,&ic);

metro(s,nn,bound);
#endif
}

/* Messungs-Sweeps */

for(i=0; i<MEAS; i++) {
for(k=0; k<EMPTY*WOLFF; k++) {

#if UPDATE==’m’
acc_av+=metro(s,nn,bound);

#elif UPDATE==’s’
swendsen(s,nn,bound,bond,in_clus,next,&nc,&ic,&ic2);

#elif UPDATE==’w’
single(s,nn,bound,bond,in_clus,next,&ic);

#elif UPDATE==’y’
for(j=0; j<SHORT; j++)
single(s,nn,bound,bond,in_clus,next,&ic);

acc_av+=metro(s,nn,bound);
#endif

}

/* Messungen */

#if CORR
#if CORR==2    

e=e_korr2(s,nn,bound,ek,ee);
s_korr2(s,sk,&m_x,&m_y,&m_z);
for(j=0; j<LMAX; j++) {
skorr[j]+=sk[j]/((double)((LMAX-j)*(VOL/LMAX)));
ekorr[j]+=ek[j]/((double)((LMAX-j)*(VOL/LMAX)));

}
#elif CORR==1

e=e_korr(s,nn,bound,ek);
s_korr(s,sk,&m_x,&m_y,&m_z);

#if REWEIGHT
for(j=0; j<BETANUM; j++)
rew[j]=exp((beta_list[j]-BETA)*e); 

#endif    
for(j=0; j<LMAX; j++) {
snorm=sk[j]/((double)((LMAX-j)*(VOL/LMAX)*(VOL/LMAX)));
enorm=ek[j]/((double)((LMAX-j)*(VOL/LMAX)*(VOL/LMAX)));
skorr[j]+=snorm;
ekorr[j]+=enorm;

#if REWEIGHT      
for(kk=0; kk<BETANUM; kk++) {
skorr_rew[kk][j]+=snorm*rew[kk];
ekorr_rew[kk][j]+=enorm*rew[kk];

}
#endif      

}
/* #elif CORR==3 */
/*     m=s_korr3(s,skorr,next,&ic); */
/*     e=e_korr(s,nn,bound,ek); */
/*     for(j=0; j<LMAX; j++) */
/*       ekorr[j]+=ek[j]/((double)((LMAX-j)*(VOL/LMAX)*(VOL/LMAX))); */

#endif
#if (CORR==1 || CORR==2)    

if(!((i+1)%(MEAS/BINS))) {
skorr[0]/=(MEAS/BINS);
ekorr[0]/=(MEAS/BINS);
for(j=1; j<LMAX/2; j++) {
skorr[j]=(skorr[j]*(LMAX-j)+skorr[LMAX-j]*j)/(MEAS/BINS*LMAX);
ekorr[j]=(ekorr[j]*(LMAX-j)+ekorr[LMAX-j]*j)/(MEAS/BINS*LMAX);

}
fwrite(skorr,sizeof(double),LMAX/2,fp2);
fwrite(ekorr,sizeof(double),LMAX/2,fp3);
for(j=0; j<LMAX; j++) {
skorr[j]=0.0;
ekorr[j]=0.0;

}
#if REWEIGHT

for(kk=0; kk<BETANUM; kk++) {
skorr_rew[kk][0]/=(MEAS/BINS);
ekorr_rew[kk][0]/=(MEAS/BINS);
for(j=1; j<LMAX/2; j++) {

skorr_rew[kk][j]=(skorr_rew[kk][j]*(LMAX-j)+skorr_rew[kk][LMAX-j]*j)/(MEAS/BINS
*LMAX);

ekorr_rew[kk][j]=(ekorr_rew[kk][j]*(LMAX-j)+ekorr_rew[kk][LMAX-j]*j)/(MEAS/BINS
*LMAX);

}
fwrite(skorr_rew[kk],sizeof(double),LMAX/2,fprs[kk]);
fwrite(ekorr_rew[kk],sizeof(double),LMAX/2,fpre[kk]);
for(j=0; j<LMAX; j++)

skorr_rew[kk][j]=ekorr_rew[kk][j]=0.0;
}

#endif      
}

/* #elif CORR==3 */
/*     if(!((i+1)%(MEAS/BINS))) { */
/*       fprintf(fp2,"%.15lf\t",skorr[0]/(MEAS/BINS)); */
/*       fprintf(fp3,"%.15lf\t",ekorr[0]/(MEAS/BINS)); */
/*       for(j=1; j<LMAX/2; j++) { */
/* fprintf(fp2,"%.15lf\t",skorr[j]/(MEAS/BINS)); */
/* fprintf(fp3,"%.15lf\t",(ekorr[j]*(LMAX-j)+ekorr[LMAX-j]*j)/(MEAS/BINS*LMAX)); */
/*       } */
/*       for(j=0; j<LMAX; j++) { */
/* skorr[j]=0.0; */
/* ekorr[j]=0.0; */
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/*       } */
/*       fprintf(fp2,"\n"); */
/*       fprintf(fp3,"\n"); */
/*     } */
#endif   
#else

e=m_x=m_y=m_z=0.0;
for(kk=0; kk<VOL; kk++) {
m_x+=s[3*kk];
m_y+=s[3*kk+1];
m_z+=s[3*kk+2];
nn_sum_x=nn_sum_y=nn_sum_z=0.0;  
for(j=0; j<2*DIM; j+=2) {
nn_sum_x+=bound[kk][j]*s[3*nn[kk][j]];
nn_sum_y+=bound[kk][j]*s[3*nn[kk][j]+1];
nn_sum_z+=bound[kk][j]*s[3*nn[kk][j]+2];

}
e+=s[3*kk]*nn_sum_x+s[3*kk+1]*nn_sum_y+s[3*kk+2]*nn_sum_z;

}  
#endif

m_x/=(double)VOL;
m_y/=(double)VOL;
m_z/=(double)VOL;
e/=(double)VOL;

#if STATUS
printf("\b\b\b\b\b\b\b\b%8d",i);

#endif

#if EMSERIES
fprintf(fp1, "%d\t%.15lf\t%.15lf\t%.15lf\t%.15lf\n", (i+1)*EMPTY*sh, e, m_x, m_y, m_

z);
#endif

av_e+=e;
av_e2+=e*e;
av_e4+=e*e*e*e;

av_ma_x+=fabs(m_x);
av_ma_y+=fabs(m_y);
av_ma_z+=fabs(m_z);
av_m_x+=m_x;
av_m_y+=m_y;
av_m_z+=m_z;
av_m2+=m_x*m_x+m_y*m_y+m_z*m_z;
av_m4+=(m_x*m_x+m_y*m_y+m_z*m_z)*(m_x*m_x+m_y*m_y+m_z*m_z);

nc_tot+=nc;
av_clus+=ic;
av_clus2+=ic2;

}

/* Bildschirmausgabe der Ergebnisse */

if(UPDATE==’m’ || UPDATE==’y’)
printf("\nacc     = %10.10lf\n", acc_av/(MEAS*EMPTY*SHORT));

av_e=(av_e+av_e_old*meas_old)/(MEAS+meas_old);
av_e2=(av_e2+av_e2_old*meas_old)/(MEAS+meas_old);
av_e4=(av_e4+av_e4_old*meas_old)/(MEAS+meas_old);
c=BETA*BETA*VOL*(av_e2-av_e*av_e);

av_ma_x=(av_ma_x+av_ma_x_old*meas_old)/(MEAS+meas_old);
av_ma_y=(av_ma_y+av_ma_y_old*meas_old)/(MEAS+meas_old);
av_ma_z=(av_ma_z+av_ma_z_old*meas_old)/(MEAS+meas_old);
av_m_x=(av_m_x+av_m_x_old*meas_old)/(MEAS+meas_old);

av_m_y=(av_m_y+av_m_y_old*meas_old)/(MEAS+meas_old);
av_m_z=(av_m_z+av_m_z_old*meas_old)/(MEAS+meas_old);
av_m2=(av_m2+av_m2_old*meas_old)/(MEAS+meas_old);
av_m4=(av_m4+av_m4_old*meas_old)/(MEAS+meas_old);

sus=VOL*(av_m2-(av_ma_x*av_ma_x+av_ma_y*av_ma_y+av_ma_z*av_ma_z));
chi=VOL*av_m2;
binder=1-av_m4/(3.0*av_m2*av_m2);

av_nc=(nc_tot+av_nc_old*meas_old)/(MEAS+meas_old);
av_clus=(av_clus+av_clus_old*nc_tot_old)/(nc_tot+nc_tot_old);
av_clus2=(av_clus2+av_clus2_old*nc_tot_old)/(nc_tot+nc_tot_old);
switch(UPDATE) {
case ’s’: chi_imp=av_clus2/av_clus;

break;
case ’w’: chi_imp=av_clus;

break;
case ’y’: chi_imp=av_clus;

break;
default:  chi_imp=0.0;

break;
}

if(UPDATE!=’m’) {
printf("nc       = %10.10lf\n", av_nc);
printf("clus     = %10.10lf\n", av_clus);
printf("clus/vol = %10.10lf\n", av_clus/((double)VOL));

}
printf("-e       = %10.10lf\n", av_e);
printf("e+d      = %10.10lf\n", DIM-av_e);
printf("c        = %10.10lf\n", c);
printf("abs(m)_x = %10.10lf\n", av_ma_x);
printf("abs(m)_y = %10.10lf\n", av_ma_y);
printf("abs(m)_z = %10.10lf\n", av_ma_z);
printf("m_x      = %10.10lf\n", av_m_x);
printf("m_y      = %10.10lf\n", av_m_y);
printf("m_z      = %10.10lf\n", av_m_z);
printf("m2       = %10.10lf\n", av_m2);
printf("sus      = %10.10lf\n", sus);
printf("chi      = %10.10lf\n", chi);
if(UPDATE!=’m’)
printf("chi_imp  = %10.10lf\n", chi_imp);

printf("binder   = %10.10lf\n", binder);

if (CORR) {
fclose(fp2);
fclose(fp3);
if(REWEIGHT)
for(i=0; i<BETANUM; i++) {
fclose(fprs[i]);
fclose(fpre[i]);

}
}

times(&u_end);
printf("\nSystemzeit: %ds\n", time(NULL)-s_time);
printf("CPU-Zeit:   %ds\n", (int)((u_end.tms_utime-u_start.tms_utime))/100);

/* Zustands-dump */

copy++;
strcat(strcpy(file,path),"conf.ini");
fp=fopen(file,"w");
fprintf(fp,"%d\t%d\t%d\t%d\t%.15lf\t%.15lf\t%.15lf\t%.15lf\t%.15lf\t%.15lf\t%.15lf\t%.1

5lf\t%.15lf\t%.15lf\t%.15lf\t%.15lf\t%.15lf\t%.15lf\t%.15lf\n",LMAX,BINS+bins_old,copy,ME
AS+meas_old,av_e,av_e2,av_e4,av_ma_x,av_ma_y,av_ma_z,av_m_x,av_m_y,av_m_z,av_m2,av_m4,av_
nc,av_clus,av_clus2,nc_tot);
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for(k=0; k<VOL; k++)
fprintf(fp,"%.15lf\t%.15lf\t%.15lf\n",s[3*k],s[3*k+1],s[3*k+2]);

fclose(fp);
strcat(strcpy(file,path),"ran.ini");
write_random_generator(file);

/* Aufraeumen */

if(CORR==2)
free(ee);

free(rannum);
free(s);
for(i=0; i<VOL; i++) {
free(bound[i]);
free(nn[i]);

}
free(bound);
free(nn);
if(UPDATE==’s’ || UPDATE==’w’ || UPDATE==’y’) {
for(i=0; i<VOL; i++)
free(bond[i]);

free(bond);
free(in_clus);
free(next);

}

if(EMSERIES)
fclose(fp1);

return(0);
}

nn_table(nn,bound)
int **nn;
short **bound;
{
int i, id, isf[DIM][LMAX], isb[DIM][LMAX], loff[DIM], k, kk, ind;
short sigf[DIM][LMAX], sigb[DIM][LMAX];
extern short l[DIM], rb[DIM];

for(id=0; id<DIM; id++) {    
for(i=0; i<l[id]; i++) {
isf[id][i]=1;
isb[id][i]=-1;
sigf[id][i]=1;
sigb[id][i]=1;

}
isf[id][l[id]-1]=1-l[id];               /* Randbedingungen */
isb[id][0]=l[id]-1;
sigf[id][l[id]-1]=rb[id];
sigb[id][0]=rb[id];

}

for(id=loff[0]=1; id<DIM; id++)         /* Offsets fuer die hoeheren Raumdimensionen *
/

loff[id]=loff[id-1]*l[id-1];

for(k=0; k<VOL; k++) {
kk=k;
for(id=DIM-1; id>=0; id--) {
ind=kk/loff[id];
kk-=ind*loff[id];
nn[k][2*id]             = k + loff[id]*isf[id][ind];   /* positive Koordinatenrich

tungen */
nn[k][2*id+1]           = k + loff[id]*isb[id][ind];   /* negative Koordinatenrich

tungen */
bound[k][2*id]          = sigf[id][ind];

bound[k][2*id+1]        = sigb[id][ind];
}

}
}

double metro(s,nn,bound)
int **nn;
short **bound;
double *s;
{
int acc, i, k;
double ide, phi, theta;
double nn_sum_x,nn_sum_y,nn_sum_z,s_neu_x,s_neu_y,s_neu_z;

acc=0;
for(k=0; k<VOL; k++) {
nn_sum_x=nn_sum_y=nn_sum_z=0;
for(i=0; i<2*DIM; i++) { 
nn_sum_x+=bound[k][i]*s[3*nn[k][i]];
nn_sum_y+=bound[k][i]*s[3*nn[k][i]+1];
nn_sum_z+=bound[k][i]*s[3*nn[k][i]+2];

}
phi=2*M_PI*RAN;
theta=acos(1-2*RAN);
s_neu_x=cos(phi)*sin(theta);
s_neu_y=sin(phi)*sin(theta);
s_neu_z=cos(theta);
ide=(s[3*k]-s_neu_x)*nn_sum_x+(s[3*k+1]-s_neu_y)*nn_sum_y+(s[3*k+2]-s_neu_z)*nn_sum_z

;
if(ide <= 0) {
s[3*k]=s_neu_x;
s[3*k+1]=s_neu_y;
s[3*k+2]=s_neu_z;
acc++;

}
else if(RAN < exp(-BETA*ide)) {
s[3*k]=s_neu_x;
s[3*k+1]=s_neu_y;
s[3*k+2]=s_neu_z;
acc++;

}
}
return(acc/((double)VOL));

}

swendsen(s,nn,bound,bond,in_clus,next,nc,ic_tot,ic2_tot)
int **nn, *next, *nc, *ic_tot, *ic2_tot;
double *s;
short **bound;
char **bond, *in_clus;
{
int i, k1, k0, clus_leng, tested, k, flip;
double r_x, r_y, r_z, prod, phi, theta;

phi=2*M_PI*RAN;
theta=acos(1-2*RAN);
r_x=cos(phi)*sin(theta);
r_y=sin(phi)*sin(theta);
r_z=cos(theta);

for(k0=0; k0<VOL; k0++) {
*(in_clus+k0)=0;
for(i=0; i<2*DIM; i+=2) {
k1=nn[k0][i];
prod=bound[k0][i]*(s[3*k0]*r_x+s[3*k0+1]*r_y+s[3*k0+2]*r_z)*(s[3*k1]*r_x+s[3*k1+1]*

r_y+s[3*k1+2]*r_z);
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if(prod<=0)
bond[k0][i]=0;

else if(RAN<exp(-2*BETA*prod))
bond[k0][i]=0;

else
bond[k0][i]=1;

bond[k1][i+1]=bond[k0][i];
}

}

*nc=*ic_tot=*ic2_tot=0;

for(k=0; k<VOL; k++) {
if(!*(in_clus+k)) {
flip=(RAN<.5);
(*nc)++;
clus_leng=tested=0;
*next=k;
*(in_clus+k)=1;

while(tested<=clus_leng) {
k0=*(next+tested);
if(flip) {

prod=s[3*k0]*r_x+s[3*k0+1]*r_y+s[3*k0+2]*r_z;
s[3*k0]-=2*prod*r_x;
s[3*k0+1]-=2*prod*r_y;
s[3*k0+2]-=2*prod*r_z;

}
for(i=0; i<2*DIM; i++) {

k1=nn[k0][i];
if((!*(in_clus+k1)) && bond[k0][i]) {
clus_leng++;
*(next+clus_leng)=k1;
*(in_clus+k1)=1;

}
}
tested++;

}

clus_leng++;
*ic_tot+=clus_leng;
*ic2_tot+=clus_leng*clus_leng;

}
}

}

single(s,nn,bound,bond,in_clus,next,clus_leng)
int **nn, *next, *clus_leng;
double *s;
short **bound;
char **bond, *in_clus;
{
int i, k0, k1, tested, length;
double r_x, r_y, r_z, prod1, prod2, phi, theta;

for(i=0; i<*clus_leng; i++)
*(in_clus+*(next+i))=0;

k0=(int)(RAN*VOL);
if(k0>=VOL)
k0=VOL-1;

phi=2*M_PI*RAN;
theta=acos(1-2*RAN);
r_x=cos(phi)*sin(theta);
r_y=sin(phi)*sin(theta);
r_z=cos(theta);

*clus_leng=tested=0;
*next=k0;
*(in_clus+k0)=1;

while(tested<=*clus_leng) {
k0=*(next+tested);
prod1=s[3*k0]*r_x+s[3*k0+1]*r_y+s[3*k0+2]*r_z;
for(i=0; i<2*DIM; i++) {
k1=nn[k0][i];
if(!(in_clus[k1])) {
prod2=bound[k0][i]*prod1*(s[3*k1]*r_x+s[3*k1+1]*r_y+s[3*k1+2]*r_z);
if(prod2>=0)

if(RAN>exp(-2*BETA*prod2))
{
(*clus_leng)++;
*(in_clus+k1)=1;
*(next+*clus_leng)=k1;

}
}

}
s[3*k0]-=2*prod1*r_x;
s[3*k0+1]-=2*prod1*r_y;
s[3*k0+2]-=2*prod1*r_z;
tested++;

}
(*clus_leng)++;

}

double e_korr(s,nn,bound,ek)
double *s;
int **nn; 
short **bound; 
double *ek; 
{ 
int i, j, k;
int factor;
double nn_sum_x, nn_sum_y, nn_sum_z; 
double ee[LMAX], e; 

e=0.0; 
for(i=0; i<LMAX; i++) { 

ee[i]=0.0;
factor=VOL/LMAX*i;
for(j=0; j<VOL/LMAX; j++) { 
nn_sum_x=0.0;
nn_sum_y=0.0;
nn_sum_z=0.0;
for(k=0; k<2*DIM-2; k+=2) {  
nn_sum_x+=bound[factor+j][k]*s[3*nn[factor+j][k]];  
nn_sum_y+=bound[factor+j][k]*s[3*nn[factor+j][k]+1];
nn_sum_z+=bound[factor+j][k]*s[3*nn[factor+j][k]+2];
}

nn_sum_x+=bound[factor+j][2*DIM-2]*s[3*nn[factor+j][2*DIM-2]];   
nn_sum_y+=bound[factor+j][2*DIM-2]*s[3*nn[factor+j][2*DIM-2]+1];
nn_sum_z+=bound[factor+j][2*DIM-2]*s[3*nn[factor+j][2*DIM-2]+2];
ee[i]+=s[3*(factor+j)]*nn_sum_x+s[3*(factor+j)+1]*nn_sum_y+s[3*(factor+j)+2]*nn_sum

_z; 
} 
e+=ee[i]; 

} 

for(i=0; i<LMAX; i++) { 
ek[i]=0; 
for(j=0; j<LMAX-i; j++) 
ek[i]+=ee[j]*ee[j+i];  

}  
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return(e);
} 

double e_korr2(s,nn,bound,ek,ee)
double *s;
int **nn;
short **bound;
double *ek, *ee;
{
int i, j, k, n;
double nn_sum_x, nn_sum_y, nn_sum_z;
double e;

e=0.0;
for(i=0; i<VOL; i++) {
nn_sum_x=0.0;
nn_sum_y=0.0;
nn_sum_z=0.0;
for(k=0; k<2*DIM; k++) { 
nn_sum_x+=bound[i][k]*s[3*nn[i][k]];
nn_sum_y+=bound[i][k]*s[3*nn[i][k]+1];
nn_sum_z+=bound[i][k]*s[3*nn[i][k]+2];

}   
ee[i]=(s[3*i]*nn_sum_x+s[3*i+1]*nn_sum_y+s[3*i+2]*nn_sum_z)/2;
e+=ee[i];

}

for(i=0; i<LMAX; i++) {
ek[i]=0.0;
for(j=0; j<LMAX-i; j++)
for(n=0; n<VOL/LMAX; n++)
ek[i]+=ee[j*VOL/LMAX+n]*ee[(j+i)*VOL/LMAX+n];

}

return(e);
}

s_korr(s,sk,m_x,m_y,m_z)
double *s; 
double *sk, *m_x, *m_y, *m_z; 
{ 
int i,j; 
double ss[3*LMAX];
int factor;

*m_x=*m_y=*m_z=0.0;
for(i=0; i<3*LMAX; i+=3) { 
ss[i]=ss[i+1]=ss[i+2]=0.0;
factor=VOL/LMAX*i;
for(j=0; j<3*VOL/LMAX; j+=3) { 
ss[i]+=s[factor+j]; 
ss[i+1]+=s[factor+j+1];
ss[i+2]+=s[factor+j+2];

}
*m_x+=ss[i]; 
*m_y+=ss[i+1];
*m_z+=ss[i+2];

} 

for(i=0; i<LMAX; i++) { 
sk[i]=0; 
for(j=0; j<LMAX-i; j++) 
sk[i]+=ss[3*j]*ss[3*(j+i)]+ss[3*j+1]*ss[3*(j+i)+1]+ss[3*j+2]*ss[3*(j+i)+2]; 

} 
} 

s_korr2(s,sk,m_x,m_y,m_z)
double *s;
double *sk;
double *m_x, *m_y, *m_z;
{
int i, j, n;

*m_x=*m_y=*m_z=0.0;
for(n=0; n<VOL; n++) {
*m_x+=s[3*n];
*m_y+=s[3*n+1];
*m_z+=s[3*n+2];

}

for(i=0; i<LMAX; i++) {
sk[i]=0.0;   
for(j=0; j<LMAX-i; j++)
for(n=0; n<VOL/LMAX; n++)
sk[i]+=s[3*(j*VOL/LMAX+n)]*s[3*((j+i)*VOL/LMAX+n)]+s[3*(j*VOL/LMAX+n)+1]*s[3*((j+

i)*VOL/LMAX+n)+1]+s[3*(j*VOL/LMAX+n)+2]*s[3*((j+i)*VOL/LMAX+n)+2];
}

}

/* s_korr3(s,skorr,next,clus_leng,m_x,m_y) */
/* double *s; */
/* int *clus_leng, *next; */
/* double *skorr; */
/* double *m_x, *m_y; */
/* { */
/*   double sk[2*LMAX]; */
/*   int i, k0, k1; */

/*   *m_x=*m_y=0.0; */
/*   for(i=0; i<LMAX; i++) { */
/*     sk[i]=0.0; */
/*     for(k0=0; k0<VOL/LMAX; k0++) { */
/*       m_x+=s[2*(i*VOL/LMAX+k0)]; */
/*       m_y+=s[2*(i*VOL/LMAX+k0)+1]; */
/*     } */
/*   } */

/*   for (k0=0; k0<*clus_leng; k0++) */
/*     for(k1=0; k1<=k0; k1++) */
/*       if((next[k0]%(VOL/LMAX))==(next[k1]%(VOL/LMAX))) */
/* sk[abs(next[k0]/(VOL/LMAX)-next[k1]/(VOL/LMAX))]++; */

/*   for(i=0; i<LMAX; i++) */
/*     skorr[i]+=sk[i]/((double)(*clus_leng)); */

/*   return(m); */
/* } */

double get_r250()
{
static int count;

if(count>=NRAND) {
vector_random_generator(NRAND,rannum);
count=0;

}

return(*(rannum+count++));
}
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/************/
/* ranvec.c */
/************/

/******************************************************************/
/*                                                                */
/* Vectorized version of a (hopefully) improved shift-register    */
/* pseudorandom number generator.                                 */
/* Based on two independent generators with different pairs       */
/* of "magic numbers", here chosen as (250,103) and (521,168).    */
/* The output of those is XORed together and yields the final     */
/* random number. For theoretical reasons, this generator should  */
/* be significantly less hampered by correlations than the simple */
/* good old R250.                                                 */
/*                                                                */
/* Disclaimer of warranty:                                        */
/* I will not be held responsible for any problems whatsoever     */
/* which this program may cause.                                  */
/*                                                                */
/* B. Duenweg, July 9, 1996.                                      */
/*                                                                */
/* Some (not all!) other possible magic umbers are (see also      */
/* Kirkpatrick and Stoll, Journ. Comp. Phys. 40, 517 (1981), and  */
/* N. Zierler, Information and Control 15, p. 67 (1969)):         */
/* (98, 27)                                                       */
/* (521, 32)                                                      */
/* (521, 48)                                                      */
/* (521, 158)                                                     */
/* (607, 105)                                                     */
/* (607, 147)                                                     */
/* (607, 273)                                                     */
/* (1279, 216)                                                    */
/* (1279, 418)                                                    */
/* (2281, 715)                                                    */
/* (2281, 915)                                                    */
/* (2281, 1029)                                                   */
/* (9689, 4187)                                                   */
/*                                                                */
/* The program can be changed very easily to other magic numbers  */
/* by just changing the parameters                                */
/* BIGMAGIC1, BIGMAGIC2, SMALLMAGIC1 and SMALLMAGIC2.             */
/* Since it is explicitly written for 31 bit integers, it         */
/* should produce the SAME sequence on any architecture.          */
/*                                                                */
/* This is how it works:                                          */
/*                                                                */
/* - Specify a "seed" value iseed.                                */
/*                                                                */
/* - Specify how many random numbers should be generated          */
/*   on ONE call of the generator. Call this number, say,         */
/*   nrand. A typical value is, say, 100000.                      */
/*                                                                */
/* - Invoke the function                                          */
/*   init_vector_random_generator(iseed,nrand).                   */
/*   This does the following:                                     */
/*   - A simple congruential generator is run for NWARM           */
/*     (in our case 10000) times.                                 */
/*   - Two integer working arrays of size BIGMAGIC1 + nrand,      */
/*     BIGMAGIC2 + nrand, named rand_w_array1 and rand_w_array2   */
/*     are created (i.e. memory is allocated).                    */
/*   - The first BIGMAGICX array elements are                     */
/*     filled with (congruential) random numbers.                 */
/*   - The bit columns are treated for linear independence.       */
/*   - The shift-register generators are run for nrand times      */
/*     (in order to also warm them up) and are then ready to go.  */
/*                                                                */

/* - Invoke the function                                          */
/*   vector_random_generator(nrand, random_numbers).              */
/*   Result: Normalized double precision random numbers in [0:1]  */
/*   are written on the array random_numbers.                     */
/*   The current "state" of the generator is "coded" in the first */
/*   BIGMAGICX elements of rand_w_arrayX.                         */
/*                                                                */
/* - There are also routines provided to save this status to a    */
/*   file, and read it from there. Have care: In case you read    */
/*   the status, make sure to first run the function              */
/*   init_vector_random_generator in order to assure proper       */
/*   memory allocation!                                           */
/*                                                                */
/******************************************************************/

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

#define BIGMAGIC1 250                       /* magic numbers for the      */
#define SMALLMAGIC1 103                     /*   first generator          */
#define BIGMAGIC2 521                       /* magic numbers for the      */
#define SMALLMAGIC2 168                     /*   second generator         */
#define NBIT 32                             /* use only (NBIT - 1) bits   */
#define BIGINTEGER 2147483647               /* = largest integer          */
#define BIGFLOAT 2147483647.                /* same in float              */
#define FACTOR 4.6566128752457969e-10       /* = 1. / (largest integer)   */
#define MULTIPLY 16807.                     /* for congruential generator */
#define NWARM 10000                         /* number of empty runs, c.g. */
#define WORKFILE "ran250.dat"               /* to store the status        */

/* The working arrays are declared as static so they need not be passed */
/* to the main program */

int *rand_w_array1 = NULL; 
int *rand_w_array2 = NULL;  /* Waren vorher STATIC deklariert! */ 

void init_vector_random_generator(int iseed,int nrand)
{
extern int *rand_w_array1;
extern int *rand_w_array2;
double rmod;
int i, ihlp, imask1, imask2;
int icyc, ncyc, nrest, ibas1, ibas2, ibas3;

if(iseed <=0 || iseed >= BIGINTEGER)
{
printf("Message from random number initialization:\n");
printf("Please specify a seed smaller than %d\n",BIGINTEGER);
exit(0);

}
if(nrand <=0)
{
printf("Message from random number initialization:\n");
printf("Please specify a positive number of random numbers\n");
exit(0);

}

rmod = (double) (iseed);

/* Warm up the congruential generator */

for(i = 0; i < NWARM; ++i)
{
rmod = MULTIPLY * rmod;
rmod = rmod - ( (double) ( (int) (rmod * FACTOR) ) ) * BIGFLOAT;
ihlp = (int) (rmod + 0.1);      /* This is done to get rid of */
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rmod = (double) (ihlp);         /* possible roundoff errors   */
}

/* Allocate memory for the working arrays */

rand_w_array1 = (int *) calloc(BIGMAGIC1 + nrand,sizeof(int));
rand_w_array2 = (int *) calloc(BIGMAGIC2 + nrand,sizeof(int));

/* Put congruential random numbers onto the working arrays */

for(i = 0; i < BIGMAGIC1; ++i)
{
rmod = MULTIPLY * rmod;
rmod = rmod - ( (double) ( (int) (rmod * FACTOR) ) ) * BIGFLOAT;
ihlp = (int) (rmod + 0.1);
rmod = (double) (ihlp);
rand_w_array1[i] = ihlp;

}

for(i = 0; i < BIGMAGIC2; ++i)
{
rmod = MULTIPLY * rmod;
rmod = rmod - ( (double) ( (int) (rmod * FACTOR) ) ) * BIGFLOAT;
ihlp = (int) (rmod + 0.1);
rmod = (double) (ihlp);
rand_w_array2[i] = ihlp;

}

/* Linear independence of the bit columns for both generators. */
/* Put ones on the main diagonal, and zeroes above.            */
/* & is the bitwise AND                                        */
/* | is the bitwise OR                                         */
/* ^ is the bitwise XOR                                        */

imask1 = 1;
imask2 = BIGINTEGER;
for(i = NBIT - 2; i > 0; --i)
{
rand_w_array1[i] = ( rand_w_array1[i] | imask1 ) & imask2;
rand_w_array2[i] = ( rand_w_array2[i] | imask1 ) & imask2;
imask2 = imask2 ^ imask1;
imask1 = imask1 * 2;

}
rand_w_array1[0] = imask1;    /* This last element is treated separately */
rand_w_array2[0] = imask1;    /* in order to avoid overflow in imask1    */

/* Warm up. Same structure as in vector_random_generator.      */
/* Double loop structure to enable vectorization of inner loop */

/* First, generator one */

ncyc  = nrand / SMALLMAGIC1;
nrest = nrand - SMALLMAGIC1 * ncyc;

ibas3 = BIGMAGIC1;                 /* position of first new random number */
ibas2 = BIGMAGIC1 - SMALLMAGIC1;   /* position of first input for this    */
ibas1 = 0;                         /* position of second input for this   */

for(icyc = 0; icyc < ncyc; ++icyc)
{

#pragma ivdep
for(i = 0; i < SMALLMAGIC1; ++i)
{

rand_w_array1[ibas3 + i] = rand_w_array1[ibas1 + i] 
^ rand_w_array1[ibas2 + i];

}
ibas1 = ibas1 + SMALLMAGIC1;

ibas2 = ibas2 + SMALLMAGIC1;
ibas3 = ibas3 + SMALLMAGIC1;

}

if(nrest > 0)
{

#pragma ivdep
for(i = 0; i < nrest; ++i)
{

rand_w_array1[ibas3 + i] = rand_w_array1[ibas1 + i] 
^ rand_w_array1[ibas2 + i];

}
}

/* Put last elements to the beginning */

#pragma ivdep
for(i = 0; i < BIGMAGIC1; ++i)
{
rand_w_array1[i] = rand_w_array1[nrand + i];

}

/* Now the same for the second generator */

ncyc  = nrand / SMALLMAGIC2;
nrest = nrand - SMALLMAGIC2 * ncyc;

ibas3 = BIGMAGIC2;                 /* position of first new random number */
ibas2 = BIGMAGIC2 - SMALLMAGIC2;   /* position of first input for this    */
ibas1 = 0;                         /* position of second input for this   */

for(icyc = 0; icyc < ncyc; ++icyc)
{

#pragma ivdep
for(i = 0; i < SMALLMAGIC2; ++i)
{

rand_w_array2[ibas3 + i] = rand_w_array2[ibas1 + i] 
^ rand_w_array2[ibas2 + i];

}
ibas1 = ibas1 + SMALLMAGIC2;
ibas2 = ibas2 + SMALLMAGIC2;
ibas3 = ibas3 + SMALLMAGIC2;

}

if(nrest > 0)
{

#pragma ivdep
for(i = 0; i < nrest; ++i)
{

rand_w_array2[ibas3 + i] = rand_w_array2[ibas1 + i] 
^ rand_w_array2[ibas2 + i];

}
}

/* Put last elements to the beginning */

#pragma ivdep
for(i = 0; i < BIGMAGIC2; ++i)
{
rand_w_array2[i] = rand_w_array2[nrand + i];

}

/* Initialization complete */

return;
}
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void vector_random_generator(int nrand, double *random_numbers)
{
extern int *rand_w_array1;
extern int *rand_w_array2;
int i, icyc, ncyc, nrest, ibas1, ibas2, ibas3;

/* First, run generator one */

ncyc  = nrand / SMALLMAGIC1;
nrest = nrand - SMALLMAGIC1 * ncyc;

ibas3 = BIGMAGIC1;                 /* position of first new random number */
ibas2 = BIGMAGIC1 - SMALLMAGIC1;   /* position of first input for this    */
ibas1 = 0;                         /* position of second input for this   */

for(icyc = 0; icyc < ncyc; ++icyc)
{

#pragma ivdep
for(i = 0; i < SMALLMAGIC1; ++i)
{

rand_w_array1[ibas3 + i] = rand_w_array1[ibas1 + i] 
^ rand_w_array1[ibas2 + i];

}
ibas1 = ibas1 + SMALLMAGIC1;
ibas2 = ibas2 + SMALLMAGIC1;
ibas3 = ibas3 + SMALLMAGIC1;

}

if(nrest > 0)
{

#pragma ivdep
for(i = 0; i < nrest; ++i)
{

rand_w_array1[ibas3 + i] = rand_w_array1[ibas1 + i] 
^ rand_w_array1[ibas2 + i];

}
}

/* Put last elements to the beginning */

#pragma ivdep
for(i = 0; i < BIGMAGIC1; ++i)
{
rand_w_array1[i] = rand_w_array1[nrand + i];

}

/* Now the same for the second generator */

ncyc  = nrand / SMALLMAGIC2;
nrest = nrand - SMALLMAGIC2 * ncyc;

ibas3 = BIGMAGIC2;                 /* position of first new random number */
ibas2 = BIGMAGIC2 - SMALLMAGIC2;   /* position of first input for this    */
ibas1 = 0;                         /* position of second input for this   */

for(icyc = 0; icyc < ncyc; ++icyc)
{

#pragma ivdep
for(i = 0; i < SMALLMAGIC2; ++i)
{

rand_w_array2[ibas3 + i] = rand_w_array2[ibas1 + i] 
^ rand_w_array2[ibas2 + i];

}
ibas1 = ibas1 + SMALLMAGIC2;
ibas2 = ibas2 + SMALLMAGIC2;
ibas3 = ibas3 + SMALLMAGIC2;

}

if(nrest > 0)
{

#pragma ivdep
for(i = 0; i < nrest; ++i)
{

rand_w_array2[ibas3 + i] = rand_w_array2[ibas1 + i] 
^ rand_w_array2[ibas2 + i];

}
}

/* Put last elements to the beginning */

#pragma ivdep
for(i = 0; i < BIGMAGIC2; ++i)
{
rand_w_array2[i] = rand_w_array2[nrand + i];

}

/* Generate normalized random numbers:                        */
/* Take output from generator one and combine it with         */
/* that from generator two, via a simple XOR                  */

#pragma ivdep
for(i = 0; i < nrand; ++i)
{
random_numbers[i] = FACTOR *
(rand_w_array1[i + BIGMAGIC1] ^ rand_w_array2[i + BIGMAGIC2]);

}

return;
}

void write_random_generator(char *dateiname)
{
extern int *rand_w_array1;
extern int *rand_w_array2;
FILE *fp;

fp = fopen(dateiname, "w");
fwrite(rand_w_array1,sizeof(int),BIGMAGIC1,fp);
fwrite(rand_w_array2,sizeof(int),BIGMAGIC2,fp);
fclose(fp);
return;

}

void read_random_generator(char *dateiname)
{
extern int *rand_w_array1;
extern int *rand_w_array2;
FILE *fp;

fp = fopen(dateiname,"r");
fread(rand_w_array1,sizeof(int),BIGMAGIC1,fp);
fread(rand_w_array2,sizeof(int),BIGMAGIC2,fp);
fclose(fp);
return;

}
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/************/
/* ranlux.c */
/************/

#define R      24
#define S      10
#define P      223
#define ICONS  2147483563

#include <stdio.h>

const float leastbit=1.0/16777216;
const float halfleast=1.0/4096;
const int   int24=16777216;
static char next[R];
static float seeds[R], carry;
static int si, ri, inr;

rluxgo(seed)
int seed;
{
extern char next[];
extern float seeds[], carry;
extern int si, ri, inr;
int i, jseed, k;

for(i=1; i<R; i++)
next[i]=i-1;

next[0]=R-1;
si=S-1;
ri=R-1;
inr=0;
jseed=seed;
for(i=0; i<R; i++) {
k=jseed/53668;
jseed=40014*(jseed-k*53668)-k*12211;
jseed=(jseed<0) ? jseed+ICONS : jseed;
seeds[i]=((float)(jseed%int24))*leastbit;

}
carry=(seeds[R-1]==0) ? leastbit : 0;

}

ranlux(ranvec,length)
float *ranvec;
int length;
{
extern char next[];
extern float seeds[], carry;
extern int si, ri, inr;
int i, j;
float new;

for(i=0; i<length; i++) {
new=seeds[si]-seeds[ri]-carry;
if(new<0) {
new+=1;
carry=leastbit;

}
else
carry=0;

seeds[ri]=new;
ri=next[ri];
si=next[si];
ranvec[i]=new;
inr++;
if(inr==R) {
inr=0;

for(j=0; j<P-R; j++) {
new=seeds[si]-seeds[ri]-carry;
if(new<0) {

new+=1;
carry=leastbit;

}
else

carry=0;
seeds[ri]=new;
ri=next[ri];
si=next[si];

}
}

}
}

write_ranlux(file)
char *file;
{
extern float seeds[];
FILE *fp;

fp=fopen(file,"w");
fwrite(seeds,sizeof(float),R,fp);
fclose(fp);

}

read_ranlux(file)
char *file;
{
extern float seeds[];
FILE *fp;

fp=fopen(file,"r");
fread(seeds,sizeof(float),R,fp);
fclose(fp);

}
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/*************/
/* analyse.c */
/*************/

/* Fehler-Analyse per */
/* jack knife         */

#include <stdio.h>
#include <math.h>
#include <stdlib.h>
#include <string.h>
#include <nrutil.h>

#define LMAXMAX2 300 
#define DELTA      2

main(argc,argv)
int argc;
char *argv[];
{
  FILE *fpe, *fps, *fperg, *fpres, *fp;
  int lmax, bins, sstart, send, estart, eend;
  int i, j, n;
  int dummy2;
  double *sk, *sk_av, *thetas, *thetasi, *thetasdot, *thetastild, *vars;
  double *ek, *ek_av, *thetae, *thetaei, *thetaedot, *thetaetild, *vare;
  double v;
  double *corrs[LMAXMAX2], *corre[LMAXMAX2];
  double dummy, dummys, dummye;
  char file[100];

  if(argc==2 || argc==4 || argc==6 || argc==3) {
    strcat(strcpy(file,argv[1]),"s_korr.ser");
    fps=fopen(file,"r");
    strcat(strcpy(file,argv[1]),"e_korr.ser");
    fpe=fopen(file,"r");
    strcat(strcpy(file,argv[1]),"conf.ini");
    fp=fopen(file,"r");
    fscanf(fp,"%d\t%d\t",&lmax,&bins);
    fclose(fp);
   
    sk=calloc(lmax/2*bins,sizeof(double));
    ek=calloc(lmax/2*bins,sizeof(double));
    if(ek==NULL || sk==NULL) {
      printf("Couldn’t allocate memory!");
      exit(1);
    }

    for(i=0; i<bins; i++) {
      for(j=0; j<lmax/2; j++) {
        fscanf(fps,"%lf\t",sk+i*lmax/2+j);
        fscanf(fpe,"%lf\t",ek+i*lmax/2+j);
      }
      fscanf(fps,"\n");
      fscanf(fpe,"\n");
    }

    fclose(fps);
    fclose(fpe);
  }
  else {
    printf("\nanalyse: wrong number of arguments");
    exit(1);
  }

  if(argc==2) {
    vars=calloc(lmax/2,sizeof(double));
    thetas=calloc(lmax/2,sizeof(double));
    thetasi=calloc(lmax/2*bins,sizeof(double));
    thetasdot=calloc(lmax/2,sizeof(double));
    thetastild=calloc(lmax/2,sizeof(double));
    sk_av=calloc(lmax/2,sizeof(double));
    if(sk_av==NULL||thetasi==NULL||thetas==NULL||thetasdot==NULL||thetastild==NULL||vars==NU
LL) {
      printf("Couldn’t allocate memory!");
      exit(1);
    }
    
    vare=calloc(lmax/2,sizeof(double));
    thetae=calloc(lmax/2,sizeof(double));
    thetaei=calloc(lmax/2*bins,sizeof(double));
    thetaedot=calloc(lmax/2,sizeof(double));
    thetaetild=calloc(lmax/2,sizeof(double));
    ek_av=calloc(lmax/2,sizeof(double));
    if(ek_av==NULL||thetaei==NULL||thetae==NULL||thetaedot==NULL||thetaetild==NULL||vare==NU
LL) {
      printf("Couldn’t allocate memory!");
      exit(1);
    }
  
    strcat(strcpy(file,argv[1]),"korr.erg");
    fperg=fopen(file,"w");

    process(fperg,lmax,bins,vars,thetas,thetasi,thetasdot,thetastild,sk,sk_av,vare,thetae,th
etaei,thetaedot,thetaetild,ek,ek_av);

    fclose(fperg);

    free(sk);
    free(sk_av);
    free(vars);
    free(thetas);
    free(thetasi);
    free(thetasdot);
    free(thetastild);
    free(ek);
    free(ek_av);
    free(vare);
    free(thetae);
    free(thetaei);
    free(thetaedot);
    free(thetaetild);
  }
  else if (argc==6) {   
    sstart=atoi(argv[2]);
    send=atoi(argv[3]);
    estart=atoi(argv[4]);
    eend=atoi(argv[5]);
     
    for(j=1; j<=send-sstart+1; j++)
      if((corrs[j]=calloc(send-sstart+2,sizeof(double)))==NULL) {
        printf("Couldn’t allocate memory!");
        exit(1);
      }
    for(j=1; j<=eend-estart+1; j++)
      if((corre[j]=calloc(eend-estart+2,sizeof(double)))==NULL) {
        printf("Couldn’t allocate memory!");
        exit(1);
      }
    thetastild=calloc(lmax/2,sizeof(double));
    thetaetild=calloc(lmax/2,sizeof(double));
    if(thetastild==NULL || thetaetild==NULL) {



224
ANHANGB.PROGRAMME

      printf("Couldn’t allocate memory!");
      exit(1);
    }
    
    strcat(strcpy(file,argv[1]),"korr.erg");
    fperg=fopen(file,"r");

    for(j=DELTA; j<lmax/2-DELTA; j++) {
      fscanf(fperg,"%d\t",&dummy2);
      fscanf(fperg,"%lf\t%lf\t%lf\t%lf\t",thetastild+j,&dummy,&v,&dummy);
      fscanf(fperg,"%lf\t%lf\t%lf\t%lf\n",thetaetild+j,&dummy,&v,&dummy);
    }
    
    fclose(fperg);
    
    error(argv[1],lmax,bins,sstart,send,estart,eend,sk,corrs,ek,corre,thetastild,thetaetild)
;

    for(j=1; j<=send-sstart+1; j++)
      free(corrs[j]);
    for(j=1; j<=eend-estart+1; j++)
      free(corre[j]);
    
    free(sk);
    free(ek);
    free(thetastild);
    free(thetaetild);
  } 
  else if(argc==4 || argc==3) {
   
    if(argc==4) {
      send=atoi(argv[2]);
      eend=atoi(argv[3]);
    }    
    
    if(argc==3) {
      send=eend=lmax/2-DELTA-1;
      strcat(strcpy(file,argv[1]),"korr.erg");
      fperg=fopen(file,"r");
      for(j=DELTA; j<lmax/2-DELTA; j++) {
        fscanf(fperg,"%d\t",&dummy2);
        fscanf(fperg,"%lf\t%lf\t%lf\t%lf\t",&dummys,&dummy,&v,&dummy);
        fscanf(fperg,"%lf\t%lf\t%lf\t%lf\n",&dummye,&dummy,&v,&dummy);
        if(dummys<=0) {
          send=j-1;
          break;
        }
      }
      
      fclose(fperg);
      strcat(strcpy(file,argv[1]),"korr.erg");
      fperg=fopen(file,"r");
      for(j=DELTA; j<lmax/2-DELTA; j++) {
        fscanf(fperg,"%d\t",&dummy2);
        fscanf(fperg,"%lf\t%lf\t%lf\t%lf\t",&dummys,&dummy,&v,&dummy);
        fscanf(fperg,"%lf\t%lf\t%lf\t%lf\n",&dummye,&dummy,&v,&dummy);
        if(dummye<=0) {
          eend=j-1;
          break;
        }
      }
      fclose(fperg);
    }
    
    for(j=1; j<=send-DELTA+1; j++)
      if((corrs[j]=calloc(send-DELTA+2,sizeof(double)))==NULL) {
        printf("Couldn’t allocate memory!");

        exit(1);
      }
    for(j=1; j<=eend-DELTA+1; j++)
      if((corre[j]=calloc(eend-DELTA+2,sizeof(double)))==NULL) {
        printf("Couldn’t allocate memory!");
        exit(1);
      }
    thetastild=calloc(lmax/2,sizeof(double));
    thetaetild=calloc(lmax/2,sizeof(double));
    if(thetastild==NULL||thetaetild==NULL) {
      printf("Couldn’t allocate memory!");
      exit(1);
    }
   
    strcat(strcpy(file,argv[1]),"korr.erg");
    fperg=fopen(file,"r");
 
    for(j=DELTA; j<lmax/2-DELTA; j++) {
      fscanf(fperg,"%d\t",&dummy2);
      fscanf(fperg,"%lf\t%lf\t%lf\t%lf\t",thetastild+j,&dummy,&v,&dummy);
      fscanf(fperg,"%lf\t%lf\t%lf\t%lf\n",thetaetild+j,&dummy,&v,&dummy);
    }
    
    fclose(fperg);
    
    error2(argv[1],lmax,bins,send,eend,sk,corrs,ek,corre,thetastild,thetaetild);

    for(j=1; j<=send-DELTA+1; j++)
      free(corrs[j]);
    for(j=1; j<=eend-DELTA+1; j++)
      free(corre[j]);
    free(sk);
    free(ek);
    free(thetastild);
    free(thetaetild);
  }
}

process(fperg,lmax,bins,vars,thetas,thetasi,thetasdot,thetastild,sk,sk_av,vare,thetae,thetae
i,thetaedot,thetaetild,ek,ek_av)
FILE *fperg;
int lmax, bins;
double  *vars, *thetas, *thetasi, *thetasdot, *thetastild, *sk, *sk_av, *vare, *thetae, *the
taei, *thetaedot, *thetaetild, *ek, *ek_av;
{
  int j, i, n;
  double vs, ve, s, d1, d2, e;
  double *sigd1s, *sigd2s, *sigxis, *sigd1e, *sigd2e, *sigxie;
  
  sigd1s=calloc(lmax/2,sizeof(double));
  sigd2s=calloc(lmax/2,sizeof(double));
  sigxis=calloc(lmax/2,sizeof(double));
  sigd1e=calloc(lmax/2,sizeof(double));
  sigd2e=calloc(lmax/2,sizeof(double));
  sigxie=calloc(lmax/2,sizeof(double));
  if(sigd1s==NULL || sigd2s==NULL || sigxis==NULL || sigd1e==NULL || sigd2e==NULL || sigxie=
=NULL) {
    printf("analyse: couldn’t allocate memory\n");
    exit(1);
  }

  for(j=0; j<lmax/2; j++) {
    *(vars+j)=0.0;
    *(vare+j)=0.0;
    *(sk_av+j)=0.0;
    *(ek_av+j)=0.0;
    *(thetasdot+j)=0.0;
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    *(thetaedot+j)=0.0;
    sigd1s[j]=0.0;
    sigd2s[j]=0.0;
    sigd1e[j]=0.0;
    sigd2e[j]=0.0;
    sigxis[j]=0.0;
    sigxie[j]=0.0;
    for(n=0; n<bins; n++) {
      sk_av[j]+=*(sk+lmax/2*n+j);
      ek_av[j]+=*(ek+lmax/2*n+j);
    }
  }

  for(j=0; j<lmax/2; j++) {
    sk_av[j]/=bins;
    ek_av[j]/=bins;
  }

  for(j=DELTA; j<lmax/2-DELTA; j++) {
    for(i=0; i<bins; i++) {
      s=(*(sk+lmax/2*i+j)-*(sk+lmax/2*i+j-DELTA))-(*(sk_av+j)-*(sk_av+j-DELTA));
      sigd1s[j]+=s*s;
      s=(*(sk+lmax/2*i+j+DELTA)-*(sk+lmax/2*i+j))-(*(sk_av+j+DELTA)-*(sk_av+j));
      sigd2s[j]+=s*s;
      e=(*(ek+lmax/2*i+j)-*(ek+lmax/2*i+j-DELTA))-(*(ek_av+j)-*(ek_av+j-DELTA));
      sigd1e[j]+=e*e;
      e=(*(ek+lmax/2*i+j+DELTA)-*(ek+lmax/2*i+j))-(*(ek_av+j+DELTA)-*(ek_av+j));
      sigd2e[j]+=e*e;
    }
    sigd1s[j]=sqrt(sigd1s[j]/(bins*(bins-1)));
    sigd2s[j]=sqrt(sigd2s[j]/(bins*(bins-1)));
    d1=*(sk_av+j)-*(sk_av+j-DELTA);
    d2=*(sk_av+j+DELTA)-*(sk_av+j);
    if(!(d1==0 || d2==0 || d1/d2 <= 0))
      sigxis[j]=DELTA/(log(d1/d2)*log(d1/d2))*d2/d1*sqrt((sigd1s[j]/d2)*(sigd1s[j]/d2)+(d1/d
2*sigd2s[j]/d2)*(d1/d2*sigd2s[j]/d2));
    sigd1e[j]=sqrt(sigd1e[j]/(bins*(bins-1)));
    sigd2e[j]=sqrt(sigd2e[j]/(bins*(bins-1)));
    d1=*(ek_av+j)-*(ek_av+j-DELTA);
    d2=*(ek_av+j+DELTA)-*(ek_av+j);
    if(!(d1==0 || d2==0 || d1/d2 <= 0))
      sigxie[j]=DELTA/(log(d1/d2)*log(d1/d2))*d2/d1*sqrt((sigd1e[j]/d2)*(sigd1e[j]/d2)+(d1/d
2*sigd2e[j]/d2)*(d1/d2*sigd2e[j]/d2));
  }

  for(j=0; j<lmax/2; j++) {
    sk_av[j]*=bins;
    ek_av[j]*=bins;
  }
  
  for(i=0; i<bins; i++) {
    for(j=0; j<lmax/2; j++) {
      *(sk_av+j)-=*(sk+lmax/2*i+j);
      *(sk_av+j)/=bins-1;
      *(ek_av+j)-=*(ek+lmax/2*i+j);
      *(ek_av+j)/=bins-1;
     }
    for(j=DELTA; j<lmax/2-DELTA; j++) {
      *(thetasi+i*lmax/2+j)=0.0;
      *(thetaei+i*lmax/2+j)=0.0;
      if(((sk_av[j+DELTA]-sk_av[j])!=0) && ((sk_av[j]-sk_av[j-DELTA])*(sk_av[j+DELTA]-sk_av[
j])>0))
        if((sk_av[j]-sk_av[j-DELTA])!=(sk_av[j+DELTA]-sk_av[j]))
          *(thetasi+i*lmax/2+j)=DELTA/log((*(sk_av+j)-*(sk_av+j-DELTA))/(*(sk_av+j+DELTA)-*(
sk_av+j)));
      *(thetasdot+j)+=*(thetasi+i*lmax/2+j)/bins;
      if(((ek_av[j+DELTA]-ek_av[j])!=0) && ((ek_av[j]-ek_av[j-DELTA])*(ek_av[j+DELTA]-ek_av[

j])>0))
        if((ek_av[j]-ek_av[j-DELTA])!=(ek_av[j+DELTA]-ek_av[j]))
          *(thetaei+i*lmax/2+j)=DELTA/log((*(ek_av+j)-*(ek_av+j-DELTA))/(*(ek_av+j+DELTA)-*(
ek_av+j)));
      *(thetaedot+j)+=*(thetaei+i*lmax/2+j)/bins;
    }
    for(j=0; j<lmax/2; j++) {
      *(sk_av+j)*=bins-1;
      *(sk_av+j)+=*(sk+lmax/2*i+j);
      *(ek_av+j)*=bins-1;
      *(ek_av+j)+=*(ek+lmax/2*i+j);  
    }
  }

  for(j=0; j<lmax/2; j++) {
    sk_av[j]/=bins;
    ek_av[j]/=bins;
  }

  for(j=DELTA; j<lmax/2-DELTA; j++) {
    for(i=0; i<bins; i++) {
      vs=*(thetasi+i*lmax/2+j)-*(thetasdot+j);
      *(vars+j)+=vs*vs;
      ve=*(thetaei+i*lmax/2+j)-*(thetaedot+j);
      *(vare+j)+=ve*ve;
    }
    *(vars+j)*=(bins-1)/((double)bins);
    *(vare+j)*=(bins-1)/((double)bins);
  }

  for(j=DELTA; j<lmax/2-DELTA; j++) {
    *(thetas+j)=0;
    if(((sk_av[j+DELTA]-sk_av[j])!=0) && ((sk_av[j]-sk_av[j-DELTA])*(sk_av[j+DELTA]-sk_av[j]
)>0))
       if((sk_av[j]-sk_av[j-DELTA])!=(sk_av[j+DELTA]-sk_av[j]))
         *(thetas+j)=DELTA/log((*(sk_av+j)-*(sk_av+j-DELTA))/(*(sk_av+j+DELTA)-*(sk_av+j)));
    *(thetastild+j)=bins**(thetas+j)-(bins-1)**(thetasdot+j);
    *(thetae+j)=0;
    if(((ek_av[j+DELTA]-ek_av[j])!=0) && ((ek_av[j]-ek_av[j-DELTA])*(ek_av[j+DELTA]-ek_av[j]
)>0))
        if((ek_av[j]-ek_av[j-DELTA])!=(ek_av[j+DELTA]-ek_av[j]))
          *(thetae+j)=DELTA/log((*(ek_av+j)-*(ek_av+j-DELTA))/(*(ek_av+j+DELTA)-*(ek_av+j)))
;
    *(thetaetild+j)=bins**(thetae+j)-(bins-1)**(thetaedot+j);
    fprintf(fperg,"%3d\t",j);
    fprintf(fperg,"%.15lf\t%.15lf\t%.15lf\t%.15lf\t",*(thetas+j),*(thetastild+j),sqrt(*(vars
+j)),sigxis[j]);
    fprintf(fperg,"%.15lf\t%.15lf\t%.15lf\t%.15lf\n",*(thetae+j),*(thetaetild+j),sqrt(*(vare
+j)),sigxie[j]);
  }  
  
  free(sigd1s);
  free(sigd2s);
  free(sigxis);
  free(sigd1e);
  free(sigd2e);
  free(sigxie);
}

error(path,lmax,bins,sstart,send,estart,eend,sk,corrs,ek,corre,thetastild,thetaetild)
char *path;
int lmax, bins, sstart, send, estart, eend;
double *sk, **corrs, *ek, **corre, *thetastild, *thetaetild;
{
  int k, j, i, n;
  int *indexs, *indexe;
  double d, chi2s, chi2e;
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  double *cs, *ce;
  double xis_av, xie_av, sums, sume, sumns, sumne;
  double xis_avn, xie_avn;
  double thetasm, thetasmdot, thetaem, thetaemdot;
  double vsm, vem, varsm, varem;
  double *thetasi, *thetasdot, *thetaei, *thetaedot;
  double *thetasmi, *thetaemi, *sk_av, *ek_av;
  double *invcorrs[LMAXMAX2], *invcorre[LMAXMAX2];
  FILE *fpend;
  char file[100];

  chi2s=chi2e=xis_av=xie_av=sums=sume=sumne=sumns=xis_avn=xie_avn=varsm=varem=0.0;
  thetaemdot=thetasmdot=0.0;

  thetasi=calloc(bins*lmax/2,sizeof(double));
  thetaei=calloc(bins*lmax/2,sizeof(double));
  thetasmi=calloc(bins,sizeof(double));
  thetaemi=calloc(bins,sizeof(double));
  thetasdot=calloc(lmax/2,sizeof(double));
  thetaedot=calloc(lmax/2,sizeof(double));
  sk_av=calloc(lmax/2,sizeof(double));
  ek_av=calloc(lmax/2,sizeof(double));
  indexs=calloc(send-sstart+2,sizeof(int));
  indexe=calloc(eend-estart+2,sizeof(int));
  cs=calloc(send-sstart+2,sizeof(double));
  ce=calloc(eend-estart+2,sizeof(double));

  for(j=1; j<=send-sstart+1; j++) {
    if((invcorrs[j]=calloc(send-sstart+2,sizeof(double)))==NULL) {
      printf("Couldn’t allocate memory!");
      exit(1);
    }
    for(k=sstart; k<=send; k++)
      invcorrs[j][k-sstart+1]=0.0;
    invcorrs[j][j]=1;
  }

  for(j=1; j<=eend-estart+1; j++) {
    if((invcorre[j]=calloc(eend-estart+2,sizeof(double)))==NULL) {
      printf("Couldn’t allocate memory!");
      exit(1);
    }  
    for(k=estart; k<=eend; k++)
      invcorre[j][k-estart+1]=0.0;
    invcorre[j][j]=1;
  }
  
  if(thetasi==NULL||thetaei==NULL||thetasdot==NULL||thetaedot==NULL||thetasmi==NULL||thetaem
i==NULL||sk_av==NULL||ek_av==NULL||indexs==NULL||indexe==NULL||cs==NULL||ce==NULL) {
    printf("Couldn’t allocate memory!");
    exit(1);
  }

  for(j=sstart-DELTA; j<=send+DELTA; j++) {
    *(sk_av+j)=0.0;
    *(thetasdot+j)=0.0;
    for(n=0; n<bins; n++) 
      *(sk_av+j)+=*(sk+lmax/2*n+j);
  }
  for(j=estart-DELTA; j<=eend+DELTA; j++) {
    *(ek_av+j)=0.0;
    *(thetaedot+j)=0.0;
    for(n=0; n<bins; n++) 
      *(ek_av+j)+=*(ek+lmax/2*n+j);
  }
  
  for(i=0; i<bins; i++) {

    for(j=sstart-DELTA; j<=send+DELTA; j++) {
      *(sk_av+j)-=*(sk+lmax/2*i+j);
      *(sk_av+j)/=bins-1;
    }
    for(j=estart-DELTA; j<=eend+DELTA; j++) {
      *(ek_av+j)-=*(ek+lmax/2*i+j);
      *(ek_av+j)/=bins-1;
    }
    
    for(j=sstart; j<=send; j++) {
      *(thetasi+i*lmax/2+j)=DELTA/log((*(sk_av+j)-*(sk_av+j-DELTA))/(*(sk_av+j+DELTA)-*(sk_a
v+j)));
      *(thetasdot+j)+=*(thetasi+i*lmax/2+j)/bins;
    }    
    for(j=estart; j<=eend; j++) {
      *(thetaei+i*lmax/2+j)=DELTA/log((*(ek_av+j)-*(ek_av+j-DELTA))/(*(ek_av+j+DELTA)-*(ek_a
v+j)));
      *(thetaedot+j)+=*(thetaei+i*lmax/2+j)/bins;
    }

    for(j=sstart-DELTA; j<=send+DELTA; j++) {
      *(sk_av+j)*=bins-1;
      *(sk_av+j)+=*(sk+lmax/2*i+j);
    }
    for(j=estart-DELTA; j<=eend+DELTA; j++) {
      *(ek_av+j)*=bins-1;
      *(ek_av+j)+=*(ek+lmax/2*i+j);
    }
  }

  for(j=sstart; j<=send; j++)
    for(k=j; k<=send; k++) {
      corrs[j-sstart+1][k-sstart+1]=0.0;
      for(i=0; i<bins; i++)
        corrs[j-sstart+1][k-sstart+1]+=(*(thetasi+i*lmax/2+j)-*(thetasdot+j))*(*(thetasi+i*l
max/2+k)-*(thetasdot+k));
      corrs[j-sstart+1][k-sstart+1]*=(bins-1)/((double)bins);
      corrs[k-sstart+1][j-sstart+1]=corrs[j-sstart+1][k-sstart+1];
    }

  for(j=estart; j<=eend; j++)
    for(k=j; k<=eend; k++) {
      corre[j-estart+1][k-estart+1]=0.0;
      for(i=0; i<bins; i++)
        corre[j-estart+1][k-estart+1]+=(*(thetaei+i*lmax/2+j)-*(thetaedot+j))*(*(thetaei+i*l
max/2+k)-*(thetaedot+k));
      corre[j-estart+1][k-estart+1]*=(bins-1)/((double)bins);
      corre[k-estart+1][j-estart+1]=corre[j-estart+1][k-estart+1];
    }

  for(j=sstart; j<=send; j++) {
    xis_avn+=*(thetastild+j)/corrs[j-sstart+1][j-sstart+1];
    sumns+=1/corrs[j-sstart+1][j-sstart+1]; 
  }
  xis_avn/=sumns;

  for(j=estart; j<=eend; j++) {
    xie_avn+=*(thetaetild+j)/corre[j-estart+1][j-estart+1];
    sumne+=1/corre[j-estart+1][j-estart+1];
  }
  xie_avn/=sumne;

  ludcmp(corrs,send-sstart+1,indexs,&d);
  for(j=1; j<=send-sstart+1; j++)
    lubksb(corrs,send-sstart+1,indexs,invcorrs[j]);

  ludcmp(corre,eend-estart+1,indexe,&d);
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  for(j=1; j<=eend-estart+1; j++)
    lubksb(corre,eend-estart+1,indexe,invcorre[j]);

  for(j=sstart; j<=send; j++) {
    cs[j-sstart+1]=0.0;
    for(i=sstart; i<=send; i++)
      cs[j-sstart+1]+=invcorrs[j-sstart+1][i-sstart+1];
    sums+=cs[j-sstart+1];
    xis_av+=*(thetastild+j)*cs[j-sstart+1];
  }
  xis_av/=sums;

/*   for(j=sstart; j<=send; j++) */
/*     printf("%.15lf\t%.15lf\n",thetastild[j],cs[j-sstart+1]/sums); */

  for(j=estart; j<=eend; j++) {
    ce[j-estart+1]=0.0;
    for(i=estart; i<=eend; i++)
      ce[j-estart+1]+=invcorre[j-estart+1][i-estart+1];
    sume+=ce[j-estart+1];
    xie_av+=*(thetaetild+j)*ce[j-estart+1];
  }
  xie_av/=sume;
 
  for(i=sstart; i<=send; i++)
    for(j=sstart; j<=send; j++)
      chi2s+=(thetastild[i]-xis_av)*(thetastild[j]-xis_av)*invcorrs[i-sstart+1][j-sstart+1];

  for(i=estart; i<=eend; i++)
    for(j=estart; j<=eend; j++)
      chi2e+=(thetaetild[i]-xie_av)*(thetaetild[j]-xie_av)*invcorre[i-estart+1][j-estart+1];

  for(i=0; i<bins; i++) {
    for(j=sstart-DELTA; j<=send+DELTA; j++) {
      *(sk_av+j)-=*(sk+lmax/2*i+j);
      *(sk_av+j)/=bins-1;
    }
    for(j=estart-DELTA; j<=eend+DELTA; j++) {
      *(ek_av+j)-=*(ek+lmax/2*i+j);
      *(ek_av+j)/=bins-1;
    }
    
    *(thetasmi+i)=0.0;
    for(j=sstart; j<=send; j++)
      *(thetasmi+i)+=cs[j-sstart+1]*DELTA/log((*(sk_av+j)-*(sk_av+j-DELTA))/(*(sk_av+j+DELTA
)-*(sk_av+j)));
    *(thetasmi+i)/=sums;
    thetasmdot+=*(thetasmi+i)/bins;

    *(thetaemi+i)=0.0;
    for(j=estart; j<=eend; j++)
      *(thetaemi+i)+=ce[j-estart+1]*DELTA/log((*(ek_av+j)-*(ek_av+j-DELTA))/(*(ek_av+j+DELTA
)-*(ek_av+j)));
    *(thetaemi+i)/=sume;
    thetaemdot+=*(thetaemi+i)/bins;

    for(j=sstart-DELTA; j<=send+DELTA; j++) {
      *(sk_av+j)*=bins-1;
      *(sk_av+j)+=*(sk+lmax/2*i+j);
    }
    for(j=estart-DELTA; j<=eend+DELTA; j++) {
      *(ek_av+j)*=bins-1;
      *(ek_av+j)+=*(ek+lmax/2*i+j);
    }
  }

  for(i=0; i<bins; i++) {

    vsm=*(thetasmi+i)-thetasmdot;
    varsm+=vsm*vsm;
    vem=*(thetaemi+i)-thetaemdot;
    varem+=vem*vem;
  }
  varsm=sqrt(varsm*(bins-1)/((double)bins));
  varem=sqrt(varem*(bins-1)/((double)bins));
  
  
  printf("xis_corrweighted = %10.10lf  (Werte %3d -%3d)\n",xis_av,sstart,send);
  printf("sd_jack(xis)     = %10.10lf\n",sqrt(1/sums));
  printf("sd_jck2(xis)     = %10.10lf\n\n",varsm);
  printf("xis_varweighted  = %10.10lf\n",xis_avn);
  printf("sd_jack(xis)     = %10.10lf\n\n",sqrt(1/sumns));
  printf("chi_s_squared    = %10.10lf\n",chi2s);
  printf("chi_s2/DegOFree  = %10.10lf\n\n\n",chi2s/(send-sstart));
  printf("xie_corrweighted = %10.10lf  (Werte %3d -%3d)\n",xie_av,estart,eend);
  printf("sd_jack(xie)     = %10.10lf\n",sqrt(1/sume));
  printf("sd_jck2(xie)     = %10.10lf\n\n",varem);
  printf("xie_varweighted  = %10.10lf\n",xie_avn);
  printf("sd_jack(xie)     = %10.10lf\n\n",sqrt(1/sumne));
  printf("chi_e_squared    = %10.10lf\n",chi2e);
  printf("chi_e2/DegOFree  = %10.10lf\n\n\n",chi2e/(eend-estart));
  printf("xis/xie          = %10.10lf\n",xis_av/xie_av);
  printf("sd_jack(xis/xie) = %10.10lf\n",sqrt((sqrt(1/sums)/xie_av)*(sqrt(1/sums)/xie_av)+(x
is_av*sqrt(1/sume)/(xie_av*xie_av))*(xis_av*sqrt(1/sume)/(xie_av*xie_av))));
  printf("sd_jck2(xis/xie) = %10.10lf\n",sqrt((varsm/xie_av)*(varsm/xie_av)+(xis_av*varem/(x
ie_av*xie_av))*(xis_av*varem/(xie_av*xie_av))));
  
  strcat(strcpy(file,path),"final");
  fpend=fopen(file,"w");
  fprintf(fpend,"%.15lf\t%.15lf\t%.15lf\t%.15lf\n",xis_av,sqrt(1/sums),xie_av,sqrt(1/sume));
  fclose(fpend);

  free(thetasmi);
  free(thetaemi);
  free(thetasi);
  free(thetaei);
  free(thetasdot);
  free(thetaedot);
  free(sk_av);
  free(ek_av);
  for(j=1; j<=send-sstart+1; j++)
    free(invcorrs[j]);
  for(j=1; j<=eend-estart+1; j++)
    free(invcorre[j]);
  free(cs);
  free(ce);
  free(indexs);
  free(indexe);
}

error2(path,lmax,bins,send,eend,sk,corrs,ek,corre,thetastild,thetaetild)
char *path;
int lmax, bins, send, eend;
double *sk, **corrs, *ek, **corre, *thetastild, *thetaetild;
{
  int i, j, k, n, start, length;
  int ssopt[10], esopt[10], seopt[10], eeopt[10];
  int *indexs, *indexe;
  double d, chi2s, chi2smin[10], chi2e, chi2emin[10]; 
  double xis_av, xie_av, sums, sume;
  double *act_corrs[LMAXMAX2], *act_corre[LMAXMAX2];
  double *act_invcorrs[LMAXMAX2], *act_invcorre[LMAXMAX2];
  double *sk_av, *thetasi, *thetasdot, *ek_av, *thetaei, *thetaedot;
  double *cs, *ce;
  char file[100];
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  FILE *chifile;

  for(j=1; j<=send-DELTA+1; j++) {
    if((act_corrs[j]=calloc(send-DELTA+2,sizeof(double)))==NULL) {
      printf("Couldn’t allocate memory!");
      exit(1);
    }  
    if((act_invcorrs[j]=calloc(send-DELTA+2,sizeof(double)))==NULL) {
      printf("Couldn’t allocate memory!");
      exit(1);
    }
  }
  for(j=1; j<=eend-DELTA+1; j++) {
    if((act_corre[j]=calloc(eend-DELTA+2,sizeof(double)))==NULL) {
      printf("Couldn’t allocate memory!");
      exit(1);
    }
    if((act_invcorre[j]=calloc(eend-DELTA+2,sizeof(double)))==NULL) {
      printf("Couldn’t allocate memory!");
      exit(1);
    }
  }

  thetasi=calloc(bins*lmax/2,sizeof(double));
  thetaei=calloc(bins*lmax/2,sizeof(double));
  thetasdot=calloc(lmax/2,sizeof(double));
  thetaedot=calloc(lmax/2,sizeof(double));
  sk_av=calloc(lmax/2,sizeof(double));
  ek_av=calloc(lmax/2,sizeof(double));

  indexs=calloc(send-DELTA+2,sizeof(int));
  indexe=calloc(eend-DELTA+2,sizeof(int));
  cs=calloc(send-DELTA+2,sizeof(double));
  ce=calloc(eend-DELTA+2,sizeof(double));
  
  if(thetasi==NULL||thetaei==NULL||thetasdot==NULL||thetaedot==NULL||sk_av==NULL||ek_av==NUL
L||indexs==NULL||indexe==NULL||cs==NULL||ce==NULL) {
    printf("Couldn’t allocate memory!");
    exit(1);
  }

  for(j=0; j<=send+DELTA; j++) {
    *(sk_av+j)=0.0;
    *(thetasdot+j)=0.0;
    for(n=0; n<bins; n++) 
      *(sk_av+j)+=*(sk+lmax/2*n+j);
  }
  for(j=0; j<=eend+DELTA; j++) {
    *(ek_av+j)=0.0;
    *(thetaedot+j)=0.0;
    for(n=0; n<bins; n++) 
      *(ek_av+j)+=*(ek+lmax/2*n+j);
  }
  
  for(i=0; i<bins; i++) {
    for(j=0; j<=send+DELTA; j++) {
      *(sk_av+j)-=*(sk+lmax/2*i+j);
      *(sk_av+j)/=bins-1;
    }
    for(j=0; j<=eend+DELTA; j++) {
      *(ek_av+j)-=*(ek+lmax/2*i+j);
      *(ek_av+j)/=bins-1;
    }
    
    for(j=DELTA; j<=send; j++) {
      *(thetasi+i*lmax/2+j)=DELTA/log((*(sk_av+j)-*(sk_av+j-DELTA))/(*(sk_av+j+DELTA)-*(sk_a
v+j)));

      *(thetasdot+j)+=*(thetasi+i*lmax/2+j)/bins;
    }    
    for(j=DELTA; j<=eend; j++) {
      *(thetaei+i*lmax/2+j)=DELTA/log((*(ek_av+j)-*(ek_av+j-DELTA))/(*(ek_av+j+DELTA)-*(ek_a
v+j)));
      *(thetaedot+j)+=*(thetaei+i*lmax/2+j)/bins;
    }

    for(j=0; j<=send+DELTA; j++) {
      *(sk_av+j)*=bins-1;
      *(sk_av+j)+=*(sk+lmax/2*i+j);
    }
    for(j=0; j<=eend+DELTA; j++) {
      *(ek_av+j)*=bins-1;
      *(ek_av+j)+=*(ek+lmax/2*i+j);
    }
  }

  for(j=DELTA; j<=send; j++)
    for(k=j; k<=send; k++) {
      corrs[j-DELTA+1][k-DELTA+1]=0.0;
      for(i=0; i<bins; i++)
        corrs[j-DELTA+1][k-DELTA+1]+=(*(thetasi+i*lmax/2+j)-*(thetasdot+j))*(*(thetasi+i*lma
x/2+k)-*(thetasdot+k));
      corrs[j-DELTA+1][k-DELTA+1]*=(bins-1)/((double)bins);
      corrs[k-DELTA+1][j-DELTA+1]=corrs[j-DELTA+1][k-DELTA+1];
    }

  for(j=DELTA; j<=eend; j++)
    for(k=j; k<=eend; k++) {
      corre[j-DELTA+1][k-DELTA+1]=0.0;
      for(i=0; i<bins; i++)
        corre[j-DELTA+1][k-DELTA+1]+=(*(thetaei+i*lmax/2+j)-*(thetaedot+j))*(*(thetaei+i*lma
x/2+k)-*(thetaedot+k));
      corre[j-DELTA+1][k-DELTA+1]*=(bins-1)/((double)bins);
      corre[k-DELTA+1][j-DELTA+1]=corre[j-DELTA+1][k-DELTA+1];
    }

  for(i=0; i<10; i++) {
    chi2smin[i]=chi2emin[i]=0;
    ssopt[i]=seopt[i]=esopt[i]=eeopt[i]=0;
  }

  strcat(strcpy(file,path),"chi2stable");
  chifile=fopen(file,"w");

  for(start=DELTA; start<=send-1; start++)
    for(length=1; length<=send-start; length++) {
      chi2s=xis_av=sums=0.0;
      d=0.0;
      for(i=start; i<=start+length; i++) {
        indexs[i-start+1]=0;
        for(j=start; j<=start+length; j++) {
          act_corrs[i-start+1][j-start+1]=corrs[i-DELTA+1][j-DELTA+1];
          act_invcorrs[i-start+1][j-start+1]=(i==j);
        }
      }
      ludcmp(act_corrs,length+1,indexs,&d);
      for(j=1; j<=length+1; j++)
        lubksb(act_corrs,length+1,indexs,act_invcorrs[j]);
      for(j=start; j<=start+length; j++) {
        cs[j-start+1]=0.0;
        for(i=start; i<=start+length; i++)
          cs[j-start+1]+=act_invcorrs[j-start+1][i-start+1];
        sums+=cs[j-start+1];
        xis_av+=*(thetastild+j)*cs[j-start+1];
      }
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      xis_av/=sums;
      for(i=start; i<=start+length; i++)
        for(j=start; j<=start+length; j++)
          chi2s+=(thetastild[i]-xis_av)*(thetastild[j]-xis_av)*act_invcorrs[i-start+1][j-sta
rt+1];
      chi2s/=length;
      fprintf(chifile,"%d\t%d\t%.10lf\n",start,start+length,chi2s);
      for(i=0; i<10; i++)
        if((fabs(chi2s-1) <= fabs(chi2smin[i]-1)) || (chi2smin[i]==0)) {
         if(chi2smin[i]!=0)
           for(j=8; j>=i; j--) {
             chi2smin[j+1]=chi2smin[j];
             ssopt[j+1]=ssopt[j];
             seopt[j+1]=seopt[j];
           }
         chi2smin[i]=chi2s;
         ssopt[i]=start;
         seopt[i]=start+length;
         break;
        }
    }

  fclose(chifile);
  strcat(strcpy(file,path),"chi2etable");
  chifile=fopen(file,"w");
  
  for(start=DELTA; start<=eend-1; start++)
    for(length=1; length<=eend-start; length++) {
      chi2e=xie_av=sume=0.0;
      d=0.0;
      for(i=start; i<=start+length; i++) {
        indexe[i-start+1]=0;
        for(j=start; j<=start+length; j++) {
          act_corre[i-start+1][j-start+1]=corre[i-DELTA+1][j-DELTA+1];
          act_invcorre[i-start+1][j-start+1]=(i==j);
        }
      }
      ludcmp(act_corre,length+1,indexe,&d);
      for(j=1; j<=length+1; j++)
        lubksb(act_corre,length+1,indexe,act_invcorre[j]);
      for(j=start; j<=start+length; j++) {
        ce[j-start+1]=0.0;
        for(i=start; i<=start+length; i++)
          ce[j-start+1]+=act_invcorre[j-start+1][i-start+1];
      sume+=ce[j-start+1];
      xie_av+=*(thetaetild+j)*ce[j-start+1];
      }
      xie_av/=sume;
      for(i=start; i<=start+length; i++)
        for(j=start; j<=start+length; j++)
          chi2e+=(thetaetild[i]-xie_av)*(thetaetild[j]-xie_av)*act_invcorre[i-start+1][j-sta
rt+1];
      chi2e/=length;
      fprintf(chifile,"%d\t%d\t%.10lf\n",start,start+length,chi2e);
      for(i=0; i<10; i++) 
        if((fabs(chi2e-1) <= fabs(chi2emin[i]-1)) || (chi2emin[i]==0)) {
          if(chi2emin[i]!=0)
            for(j=8; j>=i; j--) {
              chi2emin[j+1]=chi2emin[j];
              esopt[j+1]=esopt[j];
              eeopt[j+1]=eeopt[j];
            }
          chi2emin[i]=chi2e;
          esopt[i]=start;
          eeopt[i]=start+length;
          break;
        }

    } 
  
  fclose(chifile);

  printf("\nOptimale Parameterwahl:\n\n");
  for(i=0; i<10; i++)
    printf("sstart: %3d, send: %3d, chi2s/DegOFree: %10.10lf, |chi2s-1|: %10.10lf\n",ssopt[i
],seopt[i],chi2smin[i],fabs(chi2smin[i]-1));
  printf("\n");
  for(i=0; i<10; i++)
    printf("estart: %3d, eend: %3d, chi2e/DegOFree: %10.10lf, |chi2e-1|: %10.10lf\n",esopt[i
],eeopt[i],chi2emin[i],fabs(chi2emin[i]-1));
  printf("\n");

  free(thetasi);
  free(thetaei);
  free(thetasdot);
  free(thetaedot);
  free(sk_av);
  free(ek_av);
  for(j=1; j<=send-DELTA+1; j++) {
    free(act_invcorrs[j]);
    free(act_corrs[j]);
  }
  for(j=1; j<=eend-DELTA+1; j++) {
    free(act_invcorre[j]);
    free(act_corre[j]);
  }
  free(cs);
  free(ce);
  free(indexs);
  free(indexe);
}

error_dj(path,lmax,bins,sstart,send,estart,eend,sk,corrs,ek,corre,thetastild,thetaetild)
char *path;
int lmax, bins, sstart, send, estart, eend;
double *sk, **corrs, *ek, **corre, *thetastild, *thetaetild;
{
  int k, j, i, n, i1, i2;
  int *indexs, *indexe;
  double d, chi2s, chi2e;
  double *cs, *ce;
  double xis_av, xie_av, sums, sume, sumns, sumne;
  double xis_avn, xie_avn;
  double thetasm, thetasmdot, thetaem, thetaemdot;
  double vsm, vem, varsm, varem;
  double *thetasmi, *thetaemi, *sk_av, *ek_av;
  double *thetastildi, *thetaetildi, *thetastilddot, *thetaetilddot;
  double *invcorrs[LMAXMAX2], *invcorre[LMAXMAX2];
  FILE *fpend;
  char file[100];

  chi2s=chi2e=xis_av=xie_av=sums=sume=sumne=sumns=xis_avn=xie_avn=varsm=varem=0.0;
  thetaemdot=thetasmdot=0.0;

  thetasmi=calloc(bins,sizeof(double));
  thetaemi=calloc(bins,sizeof(double));
  thetastildi=calloc(bins*lmax/2,sizeof(double));
  thetaetildi=calloc(bins*lmax/2,sizeof(double));
  thetastilddot=calloc(lmax/2,sizeof(double));
  thetaetilddot=calloc(lmax/2,sizeof(double));
  sk_av=calloc(lmax/2,sizeof(double));
  ek_av=calloc(lmax/2,sizeof(double));
  indexs=calloc(send-sstart+2,sizeof(int));
  indexe=calloc(eend-estart+2,sizeof(int));
  cs=calloc(send-sstart+2,sizeof(double));
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  ce=calloc(eend-estart+2,sizeof(double));

  for(j=1; j<=send-sstart+1; j++) {
    if((invcorrs[j]=calloc(send-sstart+2,sizeof(double)))==NULL) {
      printf("Couldn’t allocate memory!");
      exit(1);
    }
    for(k=sstart; k<=send; k++)
      invcorrs[j][k-sstart+1]=0.0;
    invcorrs[j][j]=1;
  }

  for(j=1; j<=eend-estart+1; j++) {
    if((invcorre[j]=calloc(eend-estart+2,sizeof(double)))==NULL) {
      printf("Couldn’t allocate memory!");
      exit(1);
    }  
    for(k=estart; k<=eend; k++)
      invcorre[j][k-estart+1]=0.0;
    invcorre[j][j]=1;
  }
  
  if(thetastildi==NULL||thetaetildi==NULL||thetastilddot==NULL||thetaetilddot==NULL||thetasm
i==NULL||thetaemi==NULL||sk_av==NULL||ek_av==NULL||indexs==NULL||indexe==NULL||cs==NULL||ce=
=NULL) {
    printf("Couldn’t allocate memory!");
    exit(1);
  }

  for(j=sstart-DELTA; j<=send+DELTA; j++) {
    *(sk_av+j)=0.0;
    *(thetastilddot+j)=0.0;
    for(n=0; n<bins; n++) 
      *(sk_av+j)+=*(sk+lmax/2*n+j);
  }
  for(j=estart-DELTA; j<=eend+DELTA; j++) {
    *(ek_av+j)=0.0;
    *(thetaetilddot+j)=0.0;
    for(n=0; n<bins; n++) 
      *(ek_av+j)+=*(ek+lmax/2*n+j);
  }
  
  for(i1=0; i1<bins; i1++) {
    for(j=sstart-DELTA; j<=send+DELTA; j++)
      *(sk_av+j)-=*(sk+lmax/2*i1+j);
    for(j=estart-DELTA; j<=eend+DELTA; j++)
      *(ek_av+j)-=*(ek+lmax/2*i1+j);
    
    for(j=sstart; j<=send; j++)
      *(thetastildi+i1*lmax/2+j)=DELTA*(bins-1)/log((sk_av[j]-sk_av[j-DELTA])/(sk_av[j+DELTA
]-sk_av[j]));
    for(j=estart; j<=eend; j++)
      *(thetaetildi+i1*lmax/2+j)=DELTA*(bins-1)/log((ek_av[j]-ek_av[j-DELTA])/(ek_av[j+DELTA
]-ek_av[j]));

    for(i2=0; i2<bins; i2++)
      if(i2!=i1) {
        for(j=sstart-DELTA; j<=send+DELTA; j++)
          *(sk_av+j)-=*(sk+lmax/2*i2+j);
        for(j=estart-DELTA; j<=eend+DELTA; j++)
          *(ek_av+j)-=*(ek+lmax/2*i2+j);

        for(j=sstart; j<=send; j++)
          *(thetastildi+i1*lmax/2+j)-=DELTA/log((sk_av[j]-sk_av[j-DELTA])/(sk_av[j+DELTA]-sk
_av[j]))*(bins-2)/((double)(bins-1));    
        for(j=estart; j<=eend; j++)
          *(thetaetildi+i1*lmax/2+j)-=DELTA/log((ek_av[j]-ek_av[j-DELTA])/(ek_av[j+DELTA]-ek

_av[j]))*(bins-2)/((double)(bins-1));
        
        for(j=sstart-DELTA; j<=send+DELTA; j++)
          sk_av[j]+=*(sk+lmax/2*i2+j);
        for(j=estart-DELTA; j<=eend+DELTA; j++)
          ek_av[j]+=*(ek+lmax/2*i2+j);
      }

    for(j=sstart-DELTA; j<=send+DELTA; j++) {
      sk_av[j]+=*(sk+lmax/2*i1+j);
      if((j>=sstart)&&(j<=send))
        *(thetastilddot+j)+=*(thetastildi+i1*lmax/2+j)/bins;
    }
    for(j=estart-DELTA; j<=eend+DELTA; j++) {
      ek_av[j]+=*(ek+lmax/2*i1+j);
      if((j>=estart)&&(j<=eend))
        *(thetaetilddot+j)+=*(thetaetildi+i1*lmax/2+j)/bins;
    }
  }

  for(j=sstart; j<=send; j++)
    for(k=j; k<=send; k++) {
      corrs[j-sstart+1][k-sstart+1]=0.0;
      for(i=0; i<bins; i++)
        corrs[j-sstart+1][k-sstart+1]+=(*(thetastildi+i*lmax/2+j)-*(thetastilddot+j))*(*(the
tastildi+i*lmax/2+k)-*(thetastilddot+k));
      corrs[j-sstart+1][k-sstart+1]*=(bins-1)/((double)bins);
      corrs[k-sstart+1][j-sstart+1]=corrs[j-sstart+1][k-sstart+1];
    }

  for(j=estart; j<=eend; j++)
    for(k=j; k<=eend; k++) {
      corre[j-estart+1][k-estart+1]=0.0;
      for(i=0; i<bins; i++)
        corre[j-estart+1][k-estart+1]+=(*(thetaetildi+i*lmax/2+j)-*(thetaetilddot+j))*(*(the
taetildi+i*lmax/2+k)-*(thetaetilddot+k));
      corre[j-estart+1][k-estart+1]*=(bins-1)/((double)bins);
      corre[k-estart+1][j-estart+1]=corre[j-estart+1][k-estart+1];
    }

  for(j=sstart; j<=send; j++) {
    xis_avn+=*(thetastild+j)/corrs[j-sstart+1][j-sstart+1];
    sumns+=1/corrs[j-sstart+1][j-sstart+1]; 
  }
  xis_avn/=sumns;

  for(j=estart; j<=eend; j++) {
    xie_avn+=*(thetaetild+j)/corre[j-estart+1][j-estart+1];
    sumne+=1/corre[j-estart+1][j-estart+1];
  }
  xie_avn/=sumne;

  ludcmp(corrs,send-sstart+1,indexs,&d);
  for(j=1; j<=send-sstart+1; j++)
    lubksb(corrs,send-sstart+1,indexs,invcorrs[j]);

  ludcmp(corre,eend-estart+1,indexe,&d);
  for(j=1; j<=eend-estart+1; j++)
    lubksb(corre,eend-estart+1,indexe,invcorre[j]);

  for(j=sstart; j<=send; j++) {
    cs[j-sstart+1]=0.0;
    for(i=sstart; i<=send; i++)
      cs[j-sstart+1]+=invcorrs[j-sstart+1][i-sstart+1];
    sums+=cs[j-sstart+1];
    xis_av+=*(thetastild+j)*cs[j-sstart+1];
  }



231
  xis_av/=sums;

  for(j=estart; j<=eend; j++) {
    ce[j-estart+1]=0.0;
    for(i=estart; i<=eend; i++)
      ce[j-estart+1]+=invcorre[j-estart+1][i-estart+1];
    sume+=ce[j-estart+1];
    xie_av+=*(thetaetild+j)*ce[j-estart+1];
  }
  xie_av/=sume;
 
  for(i=sstart; i<=send; i++)
    for(j=sstart; j<=send; j++)
      chi2s+=(thetastild[i]-xis_av)*(thetastild[j]-xis_av)*invcorrs[i-sstart+1][j-sstart+1];

  for(i=estart; i<=eend; i++)
    for(j=estart; j<=eend; j++)
      chi2e+=(thetaetild[i]-xie_av)*(thetaetild[j]-xie_av)*invcorre[i-estart+1][j-estart+1];

  for(i=0; i<bins; i++) {
    for(j=sstart-DELTA; j<=send+DELTA; j++) {
      *(sk_av+j)-=*(sk+lmax/2*i+j);
      *(sk_av+j)/=bins-1;
    }
    for(j=estart-DELTA; j<=eend+DELTA; j++) {
      *(ek_av+j)-=*(ek+lmax/2*i+j);
      *(ek_av+j)/=bins-1;
    }
    
    *(thetasmi+i)=0.0;
    for(j=sstart; j<=send; j++)
      *(thetasmi+i)+=cs[j-sstart+1]*DELTA/log((*(sk_av+j)-*(sk_av+j-DELTA))/(*(sk_av+j+DELTA
)-*(sk_av+j)));
    *(thetasmi+i)/=sums;
    thetasmdot+=*(thetasmi+i)/bins;

    *(thetaemi+i)=0.0;
    for(j=estart; j<=eend; j++)
      *(thetaemi+i)+=ce[j-estart+1]*DELTA/log((*(ek_av+j)-*(ek_av+j-DELTA))/(*(ek_av+j+DELTA
)-*(ek_av+j)));
    *(thetaemi+i)/=sume;
    thetaemdot+=*(thetaemi+i)/bins;

    for(j=sstart-DELTA; j<=send+DELTA; j++) {
      *(sk_av+j)*=bins-1;
      *(sk_av+j)+=*(sk+lmax/2*i+j);
    }
    for(j=estart-DELTA; j<=eend+DELTA; j++) {
      *(ek_av+j)*=bins-1;
      *(ek_av+j)+=*(ek+lmax/2*i+j);
    }
  }

  for(i=0; i<bins; i++) {
    vsm=*(thetasmi+i)-thetasmdot;
    varsm+=vsm*vsm;
    vem=*(thetaemi+i)-thetaemdot;
    varem+=vem*vem;
  }
  varsm=sqrt(varsm*(bins-1)/((double)bins));
  varem=sqrt(varem*(bins-1)/((double)bins));
  
  
  printf("xis_corrweighted = %10.10lf  (Werte %3d -%3d)\n",xis_av,sstart,send);
  printf("sd_jack(xis)     = %10.10lf\n",sqrt(1/sums));
  printf("sd_jck2(xis)     = %10.10lf\n\n",varsm);
  printf("xis_varweighted  = %10.10lf\n",xis_avn);

  printf("sd_jack(xis)     = %10.10lf\n\n",sqrt(1/sumns));
  printf("chi_s_squared    = %10.10lf\n",chi2s);
  printf("chi_s2/DegOFree  = %10.10lf\n\n\n",chi2s/(send-sstart));
  printf("xie_corrweighted = %10.10lf  (Werte %3d -%3d)\n",xie_av,estart,eend);
  printf("sd_jack(xie)     = %10.10lf\n",sqrt(1/sume));
  printf("sd_jck2(xie)     = %10.10lf\n\n",varem);
  printf("xie_varweighted  = %10.10lf\n",xie_avn);
  printf("sd_jack(xie)     = %10.10lf\n\n",sqrt(1/sumne));
  printf("chi_e_squared    = %10.10lf\n",chi2e);
  printf("chi_e2/DegOFree  = %10.10lf\n\n\n",chi2e/(eend-estart));
  printf("xis/xie          = %10.10lf\n",xis_av/xie_av);
  printf("sd_jack(xis/xie) = %10.10lf\n",sqrt((sqrt(1/sums)/xie_av)*(sqrt(1/sums)/xie_av)+(x
is_av*sqrt(1/sume)/(xie_av*xie_av))*(xis_av*sqrt(1/sume)/(xie_av*xie_av))));
  printf("sd_jck2(xis/xie) = %10.10lf\n",sqrt((varsm/xie_av)*(varsm/xie_av)+(xis_av*varem/(x
ie_av*xie_av))*(xis_av*varem/(xie_av*xie_av))));
  
  strcat(strcpy(file,path),"final.bias");
  fpend=fopen(file,"w");
  fprintf(fpend,"%.15lf\t%.15lf\t%.15lf\t%.15lf\n",xis_av,sqrt(1/sums),xie_av,sqrt(1/sume));
  fclose(fpend);

  free(thetasmi);
  free(thetaemi);
  free(thetastildi);
  free(thetaetildi);
  free(thetastilddot);
  free(thetaetilddot);
  free(sk_av);
  free(ek_av);
  for(j=1; j<=send-sstart+1; j++)
    free(invcorrs[j]);
  for(j=1; j<=eend-estart+1; j++)
    free(invcorre[j]);
  free(cs);
  free(ce);
  free(indexs);
  free(indexe);
}
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